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Modernamente se estd remplazando la denominación Geometría Descriptiva por Geometría 
Constuctiva, ya que en la enseñanza 5e lo está dando más y más énfasis en la pare 
formativa de la misma, o sen, ala comprensión y posterior solución delos problemas en el 
espacio vidimensional en el que vivimos. De hecho prácticamente en ninguna ota 
asignatura delas que forman el “curriculum” de aprendizaje del futuro ingeniero, arquitecto 
0 en general técnico, se enseña el entendimiento del espaci 


El modelo matemático (de estructuras, esfuerzos mecánicos y similares), debido a lo 
complejo de la evaluación numérica, se hacía anteriormente de manera bidimensional, sin 
embargo, a medida que aumenta el uso de las computadoras en los cálculos hechos por el 
ingeniero, ahora es posible efectuarlo en forma tridimensional, mucho más cercana a la 
realidad. Esto por supuesto exige la compresión espacial del problema. 


En este texto, aunque se explican los diferentes métodos indirectos de solución (cambio de 
plano, rotación, rebatimiento), típicos de Geometría Descriptiva, se prefiere y se insiste en 61 
empleo del "método directo”, es decir, enla solución y construcción usando las propiedades 
geométricas básicas como paralelismo, perpendicularidad, intersección etc. Una vez 


Prof. Harry Osers, Caracas, año 1985. 


La Geometria Descriptiva, trata de resolver de manera precisa y sin ambiguedad, los 
problemas de la representación gráfica del espacio en la Ingenieria, Arquitectura y 
profesiones afines. Si consideramos que la concepción y concepción de las prácticas 
'ingenieriles y arquitectónicas requieren del medio gráfico como medio para comunicarse, se 
afirma la importancia de una sólida formación en la correcta expresión de los pensamientos. 
asociados a estas prácticas. 


El estudio y sistematización de los diversos Sistemas de Representación que ofrece la 
Geometría” Descriptiva, asegura un instrumento gráfico que permite su aplicación. 
inmediata y, al mismo tiempo, genera una gramática gráfica en su expresión, que. como la 
verbal, esid destinada al olvido del uso de sus reglas, sin conciencia del empleo de las 
mismas, adquiriendo de esta forma la capacidad de pensar, percibir y racionalizar el espacio, 
¡imprescindible en quien se está formando para ejercer la profesión de ingeniero. arquitecto o 
año, 


AA A A RN 
forma espacial através delos sistemas de representación, tratando de conseguir el desarrollo 
e ln invención de la forma a parir de su proyecciones, y permitiendo la comprensión y 
Falización de los dischos con registros planos, La visualización del espacio a través de 
lectura de las formas representados, consituye una de las principales herramientas de 
Análisis y. por anto, de formación en el ingeniero y el arquitecto. Imaginar la forma del 

Eónduce a establecer con mayor rigor a relación del objeto diseñado y su entomo, al 

limo tiempo que el vínculo entre sus pares. 

TEL análisis gráfico de formas compuesta, implícito en cl estudio de la Geometría 
Descriptiva, ayuda ala habituación pesceptal del espacio, y con ello añanzar la formación 
Er constatar las interrelaciones entre las apariencias de un objeto mirado desde 


puntos de vista. Todo esto ayuda al reconocimiento de la geometría implícita en los 
(ferentes clementos que se manipulan para configurar conceptos e ideas de proyectos 


"La necesidad de comunicarse tanto con el Cientifico. Ingeniero o Arquitecto como con el 
'fnbricante o constructor respectivamente, hace imprescindible el dominio de un lenguaje 

ráfico el que se aprende mediante la Geometría Descriptiva y el Dibujo Técnico, los que 
Me io caigas sos inarcnbspon zo ale fograt que 
"estudio integral de la informática y la graficación, os que conllevan a la graficación digital, 
Computación gráfica y el Diseño Asistido por Computadora (CAD). 


las siglas CAD (Diseño Asistido por Computadoras) las empleó por primera vez Ivan 
¡utherland, al comienzo de la década de los 60, al desarrollar, en su tesis doctora, un 
“sistema “Sketehpad”, cl que permitía, mediante un lápiz óptico, el trazado de líneas en la 
pantalla de un computador. . 


Hasta 1980 las pocas aplicaciones que existían en el mercado eran las denominadas “llave 

“en mano” o “solución completa” o “valor agregado”, por ser soluciones integradas, equipo y 
se desarrollaban para aplicaciones muy Específicas por terceros. 

1990 se produjo un rápido desarrollo en el entorno de los microprocesadores con 

«el consiguiente aumento de velocidad y memoria tanto en estaciones de trabajo como en 

computadores personales a precios asequibles éstos últimos. 


Paralelamente a la producción de programas de CAD, cada vez más abiertos y sofisticados, 
"parecen nuevas versiones de los ya existentes, aún antes que sus usuarios aprendan a 
Manejar correctamente las ya disponibles. Este proceso continuará con paso firme, siendo la 
¡Geometría Descriptiva el único elemento común que no cambia. 


La Geometría Descriptiva constituye entonces, el conocimiento teórico necesario como 
formación básica, la que permi comprender y utilizar esas nuevas herramientas de la 
Joformáica. En otras palabras: "igualmente como es necesario sabor ler, escribir y 
redactar con las normas gramaticales previamente a usar un procesador de palabras, es 
Iicenarlo conocerlos conerpis básicos de la Geometría Deriva antes de usar CAD”. 


Prot. Rodolfo Osers, Caracas, 2001. 
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representación de la fachada de una edificación. 


Hoy en día, se debe enseñar la Geometría Descriptiva detal manera que el estudante no 
la ves como un fin sino como un medio, una herramienta más en el escritorio del futuro. 
profesional. Los programas de Dibujo Asistido por Computador permiten dibujar los 
objetos no sólo como representaciones plans, sino además como objetos con aparencias 
tridimensionales, siendo el computador, él que se encarga de "producic” las diferentes 
proyecciones. ASI, por ejemplo, una vez introducidos los datos correspondientes a un 
lerreno en el computacer, éste permi mostrar bien sen la proyección acotada, un sección 
ansversal, y si lo deseamos, una vista tidimensional del tereno, con la visibilidad y 
sombra e inclusivo realizar el cálculo delas dcas delas eeciones y poligonales e inclusive 
los volúmenes del movimiento de tierra 


Ahora bien, igualmente como un niño debe aprender forzosamente leer y escribi, antes de 
poder utilizar un procesador de palabras, el estudiante debe poder comprender el espacio 
antes de usar estas herramientas modernas, pues el manejo de las aplicaciones en 3D 
requieren de una clara comprensión de las propiedades de los objetos en el espacio, para 
poder interpretar en forma adecuada los resultados generados por el computador. 


Com esta idea en la mente se ha revisado la presente publicación, con la finalidad de 
actualizarla e incorporar los conceptos requeridos en la enseñanza de la Geometría 
Descriptiva, para satisfacer su indispensable posterior aplicación en los sistemas de Dibujo 
Asistido por Computador. 


Prof. Miguel Osers, Caracas, 2001. 
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LA GEOMETRÍA DESCRIPTIVA Y EL CAD. 
Por Prof. MSe. Tomás Osers. 


1! hombre desde qu tien uso de razón descubrió que un dibujo ice mas que mil palabras, 
y por ello comienza a dibujar. El hombre prehistric y asi hasta el dí de hoy, cefinaba sus 
“dibujos y pronto llegó la conclusión que los objetos tenia res dimensiones, y que, por la 
hno dera busca? la manera de representar en superf plans como la rocio y el 
papel. Luego se han inventado los distintos sistemas de proyección, como la doble 
'ilogonal, la oblicua, la nxonomética yla perspectiva. Así nace la Geometría Descriptiva, 


Durante muchos años se utilizó la Geometría Descriptiva como una herramienta para 
objetos tridimensionales sobre superficies plana. Se implementaron diversos 
y técnica, todas ellas usando las herramienta tradicionales de dibujo como son el 
'scalltro, las escuadras, el transportador, la regla tee yla regla paralela Sin embargo, hoy 
¡en día, con el advenimiento delas computadoras y el avance de la Computación Gráfica, e 
han ido introduciendo nuevos herramientas de dibajo, como lo son los programas CAD. 
(Dibujo Asistido por el Computador), eme los cuales se puede citar, entre otos, al 
AUtoCADO. Se pensó, erradomente, que esta herramienta sustituiría por completo lay 
nicas de dibujo hasta shora utilizadas, entre ellas la Geometría Descriptiva, pero muy 
porel contrario, poco a poco, ha quedado demostrado que es básicamente imposible dibujar 
en el computador sin una base sólida dela Geometria Descriptiva, y más aún me, atrevería 4 
¿ecir, que de todos los sistemas de proyecciones, la mas práctica para dibujar en los 
sistemas CAD. es la doble proyección ortogonal, y o la axonométrica. 


Sin los conocimientos claros de dicha proyección es csi imposible dibujar en sistema de 
«computación gráfica en 3D, estan así, que dihos sitemas, suelen dividir la pantalla de 
dibujo en cuatro parte, en las cuales 52 muestra una vista diferente del objeto 3D (Doble 
proyección Ortogonal)una vista Frontal, una vist desde arrisa(Planta), una vista Lara y 
Jia vista Axonomérica. 


Además puedo citar que los sistemas como el AutoCAD, se fundamentan en los 
"cambios” y "rebatimientos” de plano, técnicas ampliamente estudiados en la Geometría 
Descriptiva. También puedo mencionar, como un punto importante, el hecho de entender 
¿ue es lo que sí se ve y lo que no se ve cn verdadero tamaño en ia proyección de 3D 
obte 2D, punto est via, y también estudiado en la Geometría Descriptiva 


Un fin, somo se puede apreciar, la Geometría Descriptiva, apora los conocimientos 

para dibujar objetos 3D en 2D, independiente de las herramientas que se 
¿sión usando, ya sea escuadras o sistemas CAD. Debe entenderse al CAD, como una nueva 
erramienta de dibujo, y no como una herramienta que suplanta las tradicionales 
Herramientas de dibujo, y por lo tano n la misma Geometria Deser 


¡Kn el Anexo, se presentan 2 tablas de utilidad práctica para el dibujo usando el sistema 
AUIOCADO. 
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OBJETO DE LA GEOMETRIA DESCRIPTIVA 


El objeto de la Geometría Descriptiva es, como lo dice su nombre, describir ls objetos que 
se encuentran en el espacio, Estos objetos son tridimensionales y la Geometría Descriptiva 
los representa sobre una superficie plana o sea, en dos dimensiones. 


Sin embargo, para no perder la tercera dimensión es necesario o anotarla en el dibujo (pro- 
yección acotada) o representar el objeto visto de varios (mínimo 2) sitios de observación. 
(El hombre también necesita ambos ojos para poder determinar las profundidades). 


El conocimiento de la Geometría Descriptiva es indispensable para poder representar co- 

rectamente los objetos gráficamente. La Geometría Descriptiva es para el dibujo lo que es 

la gramática para un idioma. Al dibujar cualquier objeto tenemos que tener siempre en la 

mente el sistema de proyección utilizado y cumplic con vus correspondientes propiedades. 

Se puede decir que una persona domina Geometría Descriptiva solemente en aquel caso 

cuando efectivamente, para cualquier dibujo que haga, utiliza y respeta sus correspondientes 
reglas, 


La Geomeuía Descriptiva es igualmente indispensable para entender y orientarse bien en el 
espacio tridimensional, resolver y representar los problemas de Geometría Espacial, verificar 
gráficamente ls soluciones numéricas de Geometría Analítica, etc. A veces se plantea la dis- 
cusión si se debe estudiar pimero Geometría Espacial y después Geometría Descriptiva o 
viceversa; es opinión del autor que se deben estudiar ambos junto, ya que así no se presenta 
la dificultad de representar los elementos tratados en Geometría Espacial sín el conocimiento 
mínimo necesario para estas representaciones; lo mísmo se puede decir sobre el «Dibajos 
¿ue es una especie de laboratorio de Geometria Descriptiva, o sea, la aplicación práctica de 
los conocimientos teóricos indispensables de Geometría Descriptiva. 
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PROYECCIÓN 


Para representar un objeto sobre una super 
ficie se usa el método de proyección, 

En cualquier proyección intervienen tres fac» 
tores 

1) El punto de observación (ojo, foco de 
luz, etc). 

2) El objeto observado. 

3) La superfici de proyección (pantalla pla- 
o de cuadro, te). 

Desde el punto de observación sc emiten ra- 
yos de proyección, los cuales pasen por todos 
los puntos del objeto, penetrando en la super- 
ficie de proyección. 

Esta penetración se denomina proyección del 
objeso en dicha superficie. 

Vasiando estos tres elementos ve oblenen dis» 
tintos tipor de proyecciones, % 


1) Variando el punto de observación: 

a) Proyección cónica.—Si el punno de ob- 
servación está en el nio (o sen reuivamente 
srca del objeto a proyectarse), todos los rayos 
de proyección formarán una especie de cono, 
esta proyección se denomina proyección cónica, 


omsemco er 
OS 


muros. 


b) Proyección cilíndrica. —Si el punto de 
vista se desplaza más lejos, llegando hasta el 
infinito, todos los rayos de proyección serán 
paralelos entre sl y el cono obtenido en el caso 
anterior se transforma en un cilindro; la pro- 
yección se denomina proyección cilíndrica. 
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pe 


<) Proyección radial.—En esta proyec 
ción todos los rayos salen radialmente de una 
lnea recta, bajo cierto ángulo (recto u obruxo). 
¡Se usa principalmente en geografía. 


2) Variando el objeto.- Evidentemente 
que la proyección del objeto depende del mismo. 


3) Varlando la superficie de proyec 
<ión.- Generalmente se la usa plana aunque a 
eses conviene, principalmente en geografía usar 
otra superficie, como por ejemplo cilíndrica, 
cónica, ec. 

"A menos que se diga lo comrario, siempre 
“supondremos esta superficie plana. 


a) Proyección oblicua. En el caso de la 
Proyección cilíndrica, la diceción de los rayos. 
¡de proyección puede formar un ángulo cual- 
Quiera con el plano de proyección. Si el ángulo 
m0 es recto la proyección se denomina oblicua, 


b) Proyección oriogonal.—Es un caso 
particular de la proyección cilíndrica, cuando 
la dirección de los rayos de proyección forma 
ángulo recto con el plano de proyección. 


se sobreentiende de que se trata de proyección 
“ortogonal (a menos que se diga lo contrario). 


amo our mo es 
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PROPIEDADES QUI DENINEN LOS SISTEMAS DE PROYECCIÓN 


CLASIFICACIÓN DF LOS SISTEMAS DE PROYECCIÓN EN GEOMETRÍA DESCRIPTIVA 


—— Doble proyección ortogonal (sérica) 
Proyección acordo 
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PROPIEDADES DE LAS PROYECCIONES 
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ESPACIO 


COORDENADAS CARTESIANAS 


Planos de referencia —Para poder fjar un 
objeto en el espacio tridimensional, establece- 
mos tes planos fundamentales (planos de refe 
rencia) con respecto a los cuules medimos las 
distancias (coordenadas) respectivas, Estos tres 
planos de proyección son perpendiculares entre 
sí, y se denominan: 

M — Pla horisonta! plano del piro) 

Y — Plazo venical (plano del pisrrón) 

1 = Lateral (plano de las ventana) 


Ejes de coordenadas. —Los planos de pro- 
yección se corten entre sí según tres rectas que 
se denominan ejes de proyección o simplemente 
dex yz 
Totersección de: 
Mcon Y — x (pioopared), también linen de sera, 
3 


Mco L = y (iso-vemanaa) 
Ven Le pará vente) 


Coordenadas —El punto de corte de los 
es planos de referencia se denomina «ori 
qn 0». 

Paca fijar un punto en el espacio necesita- 
mos conocer las coordenadas (distancias de este 
punto a los planos de proyección) las cuales se 
miden paralelamente a los ejes de coordenadas 
y en el sentido de éstos. 


Sentido haci 


La derecha 


Atetame 


Arriba 


Si la coordenada es negativa, la dirección es 

¿nvertida, 

De esta forma un punto A con coordenadas 
%o Yo 2 0 08, A (2, Y, 2) se representa seg la 
lustración. 

Siendo: 

40 rc ana al pr 
en 
AZ perpeciva del punto 

Omsexvación:.—Esta representación 6 fun 
damental en todo el desarollo de la materla y 
de ella vamos a derivar las representaciones 
futuras, cambiando o la escala o el ángulo 
bajo el cual vemos los ejes de coordenadas (que. 
en el espacio forman ángulo recto). 

Tal como se dijo, en Geometria Descriplwa, 
«s indispensable para fjar un punto en el ey 
pacio conocer como minimo: 

Una proyección única y una coordenada adie 
«cional (proyección acotada, por lo general la 
proyección horizontal y la altura). 

O dos de las cuatro proyecciones correlacios 
adas entre sí (por lo general la proyección 3 
horizontal y vertical). 

U objeto (pemspectva) y su proyección ho- mi 
rizomaL. 

Ortentación de los ejes: 
a apra in dos conve cnc 


En la práctica se utilizan también los sistemas de coordenadas cilladricas y 
esféricas, cuyas propiedades ve resumen en el cuadro siguiente: 
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ta forma de eader la ob poycción 
orale suponer Fr] 


La proyección horizontal del objeto. 


2.—La proyección vertical del objeto, 


COn) ENT 
cis + oro (RO) mamo vecros 3.—Rotar los dos planos (horizontal y vere 
y = onvananas £ ancumeero. + toncrruo tica) independientemente alrededor del eje 
ota (altura) > arena $ tarro (línea de tierra) hasta que forman un plano, 
Único. 
x >. ETE 


Omsrxvación.—Se puede suponer que se ha 
flaco el plano horizontal hase quedar en pos 
sición vertical o también al revés, que se ha 
Kirado el plano vertical hasta que coincida com 
el plano horizootal 


A la representación resultante (después del 
ico) se la denomina la doble representación 


ortogonal del objeto. 
. 
más miada de representación (siempre y cuan- [Noras.—1. En el aleta cucopeo y latino» y 
lb 7 de so mecano ficar medió) y coma meca se son, pelo gc, lo pla 
q dl deenlzación del pericín bala! os de proyeción del y deso dl cba : 
7 y vecical del objeto. En cta progoczión el dn- resultando sobre el dibujo mal de 


el cual vemos los ejes x e y esrecto 
y las escalas sobre los ejes se representan todas d 
en igual relación. 


s 2. Fl sinema norteamericano acontumbraco- 
ne la proyección venal y 
hoc de es pu co es o pi joer 
cta paralela alos ejes, y, se denomina na el objeto, viéndose en este caso ls proye 
¿de referencia del punto A. ciones según la usración; o sc, al revés de lo. 
Acostumbrado por noxotos 


(CONVENIO DE MANO IZQUIERDA). 


La representación de un punto en este siste- 
ma es siempre por medio de: 


1.—proyección horizontal. 
2. proyección vertical, 


Las dor deben estar sobre una Mnea de sefe- 
rencia (perpendicular al eje 2). 


“Las coordenadas (o sea distancias a Jos planos 
de proyección) del punto A son: 


x=Distancia de la linea de referencia del 
punto hacia el origen, o sca distancia del punto. 


AA al plano yz (lateral, de las ventanas). 
¿En e convenio de mano Inquierda se mide de 
Frquierda hacia derechaen el de mano derecha al revés) 


plano vertical 


_ colocar los planos de proyección con 


Sea proyección horizontal AS aleje los objeios 


2-Altura o cota del punto=distancia del 4) Pueno poe drtejo da se YO! 
punto al plano horizontal, xy, piso =distancia pizarrón (cuarto cuadrante) > 
del punto AY al eje x E 

Ds 


Es evidente que cualquiera de las tres coor- 
denadas puede tener todos los valores, positi 
vos, nulos o negativos, situándose el punto de 
sta forma en varias posiciones particulares. se 


<) Puno situado en el pio 
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/) Pumo dibujado en el pizarrón (vuelo 


cero): 
omo 


£) Punto sobre el eje x, o sobre la lnea d- 
tierras 
500 
sobre una recta. 
una linea recta, las proyecciones de este 
también estarán sobre las proyecciones 
lnea recta, 


Para ver mís fácil la mumeración de los cua- 
dramtes, suponemos vistos los planos horizos- :  Comocidas las proyecciones de la 
tal y vertical desde un lado (proyectados en el 'a y la proyección M" del punto M sobre: 
¡plo lórcal= proyección: lado determinar M*, Pasando una linea de te- 

por M" donde ésta corta al ae encuen- 


TIPOS DE 


O ranido pst: 
"cuerdo con la posición de una línea recta 


tipos de rectas. 


Observe que la «línea de tierras o eje x corres 
ponde en realidad a le proyección vertical del 
plano de proyección horizontal y a la proyec- 
ción horizontal del plano de proyección vers 
tical. 


Espacio divido por tes 
horizontal: sin condiciones. 


en el plano horizontal. —Caso par- 
de la anterior com la cota igual a cero, 


RECTA 


RECTAS 
se acostumbra darle wn nombre particular 


A 
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» 


Recta fromtal. La recta fromal es una 
secta paralela al plano vertical de proyección. 
Todos los puntos sobre ella tienen vuelo cons- 

Proyección horizontal: es paralela a la línea 
de tiecra. 

Proyección vertical: sin condiciones. 


Recta en el plano vertical.—Caso parti 
alar de la recta anterio on cl vuco igual a 
coo. 

Proyección heizontal: coincido con la lies 
de tiara. 
Proyección veria: sin condiciones. 


Recta de punta.—Es una recta que e per- 
pendicular al plano vertical. Es wn caso par- 
siculac de la recta horizontal. 

Proyección horizontal: es una recta perpen- 
icular a la linea de tera. 
Proyección vecal: ua punto. 

Conociendo la proyección horizonal M* de 
un pueto sobre una recta de punta, se sabe que 
Ja proyección verical M' de este punto cola- 
<idicá con la proyección vertical de la reci 
(osea el punto) 


“Conociendo la proyección vertical N" de un 
punto sobre la recta la proyección horizontal N* 
de él es indeserminada. 


Recta vertical. —Es uns recta perpendicu- 
lar al plano horizontal, un caso particular de la 
recta frontal. 

Proyección horizontal: un punto. 
Proyección vertical: recta perpendicular a la 
lnea de tierra. 

Dada la proyección horizontal de un punto 
sobre la recta, la proyección vertical de dicho 
punto es indeterminada. 


Recta paralela a la línea de tierra.— 
¡Caso particular de la recta frontal y horizontal. 
Proyección horizontal: paralela a la linea de 
erro, 


_ Proyección vertical: paralela a la linea de 


¡Recta de perfil - (Recta lateral).—Es una 
recta paralla at plano lateral o de perfil. 

Proyección horizontal: perpendiculas 4 la He 
ca de tierra, sea la proyección de la recta coin- 
ide con la línea de referencia. Para que la recta 
sea definida en el espacio, es indispensable co- 
nocer la proyección de dos puntos sobre ella. 

Si conocemos una proyección de un puso 
sobre ella y queremos determinar la otra, ne- 
cesitamos determinar una proyección adicional 
de la recta, que obtenemos mediante un giro. 

Supongamos que giráremos la recta alrededor 
de un eje vertical w que se corte con dicha rec- 
¡a (movimiento de la puerta). Ea este caso todos 
los puntos conservarán las cotas; ese movimiento 
lo veremos en la proyección vertical como rec- 
tas paralelas a la línea de tera, y en la proyec- 
ción horizontal como arcos de circuaferencias. 
Conociendo MY se determina, posteriormente 
MS y se efecrúa el movimiento de vuelta (cierre 
dela puerta). 
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"También es posible efectuar el giro alrededor. 
de una recta de punta (movimiento de ventana. 
"osculame)- 


Dirección de una recta. - Se dice que una 
secta asciende a la derecha cuando a un punto 
AA, sobre la recta y situado a la derecha de otro 


En este caso el moximiento lo vamos a ver al 
revés, o sea, en la proyección horizontal: rectas 
paralelas a la linea de terra y en la proyección: 
vertical: arcos de circenferencis. 


¡Se dice que una recta asciende hacia adelante, 
ML a un punto B corresponde un punto A, már 
llo y también más adelante que B. 


Trazas de una recta.—Se denomias la 
"Borizontal H de una recta al puato de in- 
de esta recta con el plano horizontal 
«el punto de cota O de la recta, 
¡denomina la traza verical Y de una seo 
al punto de intersección de la recta con el 
vertical de proyección, o sea, el puato 
o. 
Paralelas al plano de proyección tienen 
trazas correspondientes en el infinito. 


Noras:—1) Si los pumos no están ánico- 
mente en el primer diedro los arcos que deter 
minan Jos movimientos estarán slempre en 
dos cuadrames opuestos entre sí. 


2) El eje de rotación no necesariamente des 
be tener el vuelo o la cota cero. 


3) El ángulo de rotación mo es necesaria” 


que atraviesa una recta.— 

recta puede atravesar como máximo 3 cua- 

“abandonando el cuadrante en el sicio 
traza correspondiente. 


Una proyección es un punto y la otra m0 
perpendicalar a la linea de ticrra. 


O DE OBOMBETRIA DESCRIPTIVA 
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VERDADERO TAMAÑO — TRIÁNGULO DE REBATIMIENTO. 


Se conoce el segmento de recta AB por me- 
¿io de sus dos proyecciones y se desea conocer 
cuánto mide este segmento en el espacio. 


A esta medición se denomina el verdadero 
tamaño del segmento AB + AB. 


Para poder medir exte verdadero tamaño po- 
¡demos fjarnos cómo están formadas las proyec» 


El cuadrilátero A?B? BA es un trapecio rec= 
angular, ya que los lados AAYBB* son parar 
elos entre sí y a la vez perpendiculares al lado 
“A? (rectas verticales y recta en el plano ho- 
sizomtal). Este trapecio lo podríamos construir 
en cualquier stio, conociendo los segmentos: 
O 
ADA = cua del punto Am ASA 
e BA — ar dl pum 1 BAD 
XA — AN = verdadero tamaño del segmento, 


Sin embargo, para mejor comprensión es pre- 
fecible construir el trapecio de tal forma que el 
lado A*I* coincida con la respectiva proyección. 
horizontal del segmento. 


Analizando este trapecio nos podemos fjar 
que para la obtención del verdadero tamaño 
bastaia con construir solamente el triángulo 


Construyendo este triángulo directamente al 
lado de la proyección horizontal se obtendeía 
el verdadero tamaño según fgur 


Equivale a giras el triángulo (escuadca) ABM. 
alrededor del lado BM hasta que dicho trián- 
gulo ABM ocupe una posición horizontal, por 
«so se llama triángulo de rebatimiento hori- 
ona. 


El ángulo opuesto a la diferencia de alcura o 
¡cota de los extremos del segmento en el tián- 
alo de rebatimiento es el ángulo que forma la 
recta AB con el plano horizontal de proyección, 
ya que es el ángulo que forma la recta en el 
“espacio con su proyección ortogonal ea el pla- 
120 horizontal. Este ángulo se acostumbra la- 
mario sas. 


Una deducción parecida a la anterior se po- 
ria obtener cambiado la proyección horion- 
tal ÁB' por la proyección vertical AB" del seg- 
mento y la diferencia de avuras Dz por la di 
feencia de vuelo Ay, aumento dela coordenada 
y se obrendria ml el triángulo de rebaimiemo 
veria. 

El ángulo opuesto a la diferencia de vuelo 
representara en ene caso el ángulo que for 
ma la recta con el plano vertical de proyección. 
Se acostumbra llamarlo «fo. 

La hipotenura del trámgalo es el verdadoro 
tamaño. 
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Resumiendo se obrendrian los triángulos de 
rebatímiento siendo: 


AI ABS proyección venia — E. Y. 
DON Bra Ay — dierencia de vueo, 

Avia — AL — verdadero tamaño = Y. Y. 
Angulo que forma la rea con el pleno vecl, 
ASIA AB proyección horizontal =P. Ho 
DM — BOB — 0 — lferencia de cow, 

AMI, — A verdadero tamaño Y. Ta 
1 Angulo que forma a recta con el plano horiontal. 


Omsenvación.—Los dos verdaderos tamaños 
son iguales. 


AD 0D AD Y GITANA 


Para mejor comprensión se acostumbra dibu- 
jur el verdadero tamaño aa: — += —=— 


Los ángulos 4 NAMBA y 4 MAY, 


10 som los ángulos que forma la recta con los 
planos de proyección (excepción recta horizon- 
tal y frontal, ver más adelante) sino su progec 
ción horizootal y vertical, as! resulta que: 


Pesoz A 


Sm 


Nora: 

Para resolver los problemas tridimensionales de los vectores, sc pueden representar ds 
"104 mediante un segmento de recta (con la indicación de su dirección) y mus proyecciones 
"ortogonales correspondientes. Véase página 297. 


lo 


ÁNGULOS DE RECTAS PARTICULARES CON LOS PLANOS 


DE PROYECCIÓN 


"Usando los conocimientos anteriores de triángulo de rebatimiento, podríamos analizar el 
verdadero tamaño, y los Ángulos »as y «Be en casos particulares de líneas rectas. 


Recta horizontal. —Triángulo de rebatl- 
saiento horizontal. —La diferencia de cota en- 
tre AB=0 por lo tanto el triángulo de seba 
túmiento horizontal coincide con el segmento 
AB. El verdadero tamaño del segmento, o sea, 
la hípotemusa del triángulo coincide en e-te caso 
con la proyección horizontal: 


AB AE ÁS 


y el ángulo « opuesto a la diferencia de cota 
(en este caso Az == O) es igual a cero, 


"Triángulo de rebatielento vertical. —Los 
ca ABD A AYNA 


som iguales, ya que sus catets son tambito 
iguales respectivamente. En ese co (única. 
uente válido paca recta horizotal) el ángulo P 
y el verdadero tamaño los vemos directamente 
<a la proyección horizontal, Si a recta so es 
orizonal el ángulo 

Pasame 


Recta frontal.— Haciendo la operación aná- 
loga a la de la recta horizogtal obtenemos: 

Triángulo de reba 'o horizontal 
A AMBMB es igual al tridogulo ACME", 


El tiámgulo de rebatimiento vertical, debido a 
“que la diferencia de vuelo es igual a 0, coincide 
¿on el segmento AYB" y el ángulo P, opuesto a 
esta diferencia de vuelo es también ieval a cero. 


¡CRIPTIVA 


HARRY OSERS 


Por lo tanto: Si se rata de una recta fcontal 
«el ángulo y el verdadero tamaño se puede ver 
directamente en la proyección vertical. Ea to- 
dos os demás cases de reta el ángulo M AT" 
o es el que forma la recta con el plano hori- 
zona. 


Resumo: 


SI una recta es paralela al plano de proyie 
ción el verdadero tamaño se ve directamente en 
aquella proyeción a cuál plano es paralla. 


El ángulo que forma con el plano al cual es 
paralela es igual a cero y el ángulo que forma. 
on el to plano se ve directamente. 


Recta de perfll.— Construyendo los tit 

galos de rebatimiento podemos observar que 

som iguales entre sí. Por eso, a ambos triángu- 

los podemos ver tanto el ángulo « como el P. 
En una recta de perfil: 


o. 
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CONSTRUCCIÓN DE RECTA CONOCIENDO LOS ÁNGULOS « Y $ 
POR MEDIO DE TRIÁNGULOS DE REBATIMIENTO 


Se desea conocer las proyecciones de recta 
“que para por el punto A y forma ángulos dados 
« y P con los planos de proyección, 


Para que la recta forme los ángulos pedidos 
debe haber cierta relación ene los elementos 
que componen los triángulos de rebatimiento. 


Para obtener esta relación podemos far un 
segmento de recta arbitrario, en verdadero ta- 
“maño y construir los triéngulos de rebatimiento. 
correspondientes a él, obteniendo así la relación 
necesaria, Con estos elementos podemos cons 
truir la rectas Para que el segmento previsto 
forme el ángulo «, debe tener como diferencia 
de cotas Ax entre sus extremos (la obtenida de 
a figura al lado) y el segmento horizontal debe. 
tener una longitud AB”, conocemos por eso la 
altura del extremo B y su posición en la proyeo- 


ferencia de centro A' y radio AB”. Para el án- 
gulo f podríamos decir algo similar respecto a 
Ay y AB 


Sobreponiendo ambas condiciones obtenemos 
que el segmento de la recta debe tener cierta: 


Lx diferencia de cora 


"Uned punto con ca uno de os 
to ADS ue ajeno e forma + 
voca deba ss sao lama e de 
fuen, dsrnemon curo soluciones dela 
sa peda 


A 


A 

e E baos 
1 
y 
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Cuando los ángulos =4+8=00%, se trata de 


luna recta de perfil, y se obrendrán solamente 
dos soluciones, 


Cuando «4-P>00" el problema no tene so- 
lución, ya que ls radios de los círculos P.V, y 
PH son más pequeños que Ax y Ay respec. 
tivamente y por eso 00 se cortan, 


Curoano: 


Enero 1: (PH. 

Conociendo la proyección horizontal de 
una recta y el ángulo « (íngulo con el mismo 
Plano cuya proyección se conoce) construir la 
recta sublendo que pasa por el punto A. 


Resolveremos este problema otra vez median- 
te el trángulo de rebatimiento. Para poder cons 
rulo limitamos un segmento arbitrario de la 
recta, obteniendo así el tamaño de proyección. 
horizontal PH. y la diferencia de vuelo Ay. 
Coneciendo el ángulo a, el triéngulo de rebr- 
timiento que podemos construir es el triángulo. 
horizontal, obteniendo así la diferencia de cota 
Ax correspondiente a nuestro segmento. 

En vez de construir el trifgulo en cualquier 
Parte (aún siendo esto correcto) es prefefble 
Proceder de tal forma que el cateto PH. colmo 
Sida con la proyección horizontal del sepinento. 
Se obuenen dos soluciones, tomando ha dife 
seucia de cota por encima o por debajo del 
Puno A. 
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Esenrio 2 (PH, — 8). 


Conociendo la proyección horizmmtal de 
una recta, determinar la proyección ver- 
tical de ella, para que el ángulo que forme 
on el plano vertical sea P, y para que pase 
poc el punto A. (El ángulo con el plano, sobre. 


mos la diferencia de vuelo correspondiente. 
Es el ritngulo de rebatimiento conocemos 
By Ay y deserminamos el tamaño P.Y, de pro- 
yección vetcal, o se, la distancia ente Los dos 
extremos del segmento, visto ea propección vee- 
"cal, correspondiente 2 la Ay y ángulo $ res 
pectivamente. 

Si utilizamos la Ay en la proyección horizon- 
val paca construir el triéngulo al mismo, obren 
remos la figura al lado con el tamaño de P.V. 
“Buscamos cuál punto sobre la inca de referea- 
cla del pueto B dista de A? la distancia P.V. 
Obrenemos dos soluciones para P.V.>A'M, 
9 sea, si el ángulo Bes menor que el áogu: 
lo NAD. (/9</8%) 

Si estos dogulor on iguales PoV.— AUM hay 
sólo una solución, 

Si el ángulo $ es mayor, no hay solución, el 
eco P.V. no corta la finca de referencia de E 


Ejmurto 3: (PV. — B). 


Si conocemos la, proyección vertical y el án- 
alo P el problema ex similar al ejemplo pri 
Mero, anterior. 
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Resosanw: 


Ejemrro 4: (P. V.— a) 


Si conocemos la proyección vetial de la rec- 
va y el bngulo a el problema es similar al ejem 
plo segundo, anterior. 


Eyusrto Se 


Medir sobre una recta dada un segmento 
conocido d.—Sobre una recta se tiene que me- 
ir cierta distancia a partir de un punto cono- 
cido A. 

Para ello nos fjamos un segmento arbitrario 
AB, y determinamos su verdadero tamaño AE. 

Sobre este verdadero tamaño medimos la 
distancia dada ANC. A esta distancia correr 
ponderá un segmento en proyección, propor- 
cional 4 la relación entre la proyección y el ver- 
dadero tamaño determinado anteriormente. 

El segmento AC es el segmento buscado, con. 
sus proyecciones ASC y AYC* respectivamecte. 


¡Conociendo wn punto A (xy ya; 34) en el espacio, para hear otro punto Ba se necesitan 


onocer 3 cualesquiera de lor siguientes 


elementos, obteniéndose +, 2, 1 6 9 soluciones. 


¡Cooidenada y dferenca de 


Tamaño Anglo 


1) Coordenadas del punto Bs xp; 
12) Diferencia de coordena 


ie 
on respecto al punto A, on su sign 
3) Verdadero tamaño del segmento AB o el tamaño de su proyección 


4) Ángalo que forma la secta AI con los planos de proyección: 9; 


k 


POSICIÓN RELATIVA DE DOS RECTAS 


Dos rectas paralelas.—En el espacio dos 
rectas paralelas se cortan en el info. Ea las 
proyecciones este punto estará en el iafinico 
ambito; por esto las dor proyecciones resul 
tacto también parla. 


Dos rectas que se cortan.—Si dos rects 
¡se cortan, ambas pasan por el mísmo punto en 
el espacio y también en la proyección. 

El punto de corte está sobre la misma linea 
A 


Dos rectas que se cruzan. —Dos rectas que 
e cruzan no tienen ningún punto común en el 
> Y por esto tampoco en la proyección. 
os puntos A y IB sobre las rectas a y bie 

sus proyecciones verticales coincidentes, 
las proyecciones horizontales no, Algo se- 
jante ocurre con los puntos C y D, 


Corte de dos rectas de perfil.—Pars de- 
terminar el punto de corte de las rectas de per 
AB y CD se procede en la misma forma 
se describió en las páginas 31 y 32 (0 sea 
sabre la puertas, e efectúa un giro alrededor 
del eje vertical o de punta), se determina el 
de intersección E y se hallan sus proyee- 
iniciales. 
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HRectas de perfil paralelas. Para que dos 
estas de perl sean paralela, es necesario que 
formen ángulos Iguales con los planos de pro- 
yección. De aquí que las diferencias de cotas y 
vuelos de las dos rectas deben ser respectivas 
mente iguales (o proporcionales) y ambas de- 
ben suble y adelantarse en el mismo sen- 
ido a la vez, 


Orza rorma: 


Descalat a poa CO; pala El 
AD duda, desconociendo Do 

Si ls tez AB y CD da separalas, 
tocarte el copar des nd de un tag; 
por cocnguene sus diagonales AD y BC se 
cortan en un punto, L.. 
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CLASIFICACIÓN DE RECTAS 


PJ T > T T 

a 1 ala 
TAR 
TICANADOE a 
4):- El la 


Doble proyección 
eS 
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PLANO 


Va plano está definido por tres condiciones 
geométricas. Éstas son por lo general: 

1) Tres puntos: (que no están sobre una 
lnea secta), puntos ABC (ABO). 

2) Una recta y un punto fuera de ela, rec- 
sa a, punto B (2B). 

3) Dos rectas que se cortan, se dice que 
son coplanares. Rectas a, b (a x B)e 

4) Dos rectas paralelas (2//0) ve cortan 
nl inóaito. 

5) Un puato(A) y dos direcciones de rec- 
tas paralelas al pleno. 

6) Un panto(A) y dirección de cxo plano 
paralelo. 

7) Una recta a y una dirección de recta 
paralela al plano. 


“las direcciones conocidas por puntos del plano. 
"No hay que olvidar que en un plano hay una. 
infinidad de sectas, por cso, si se hace necera- 
sio, podemos determinar aquellas rectas que 
on datos pueden tene vio vos geomé- 
ricos, según se indica en la siguiente tabla: 


e 


Recta en el plano dado.—Se da el plano 
“ab, por ejemplo: por dos rectas paralelas y 50 
quiere conocer la proyección vertical de la rec- 
ta e, sabiendo que está en el plano dado. 
Esta recta e es coplanar con a y b, por esto 
'se corta con ellas en los puntos 1 y2, buscando la 
proyección de 1* y 2", que están sobre al y BY 
"respectivamente, se obriene la recta e”, 


Ponto en el plano dado,—Se conoce el pla- 
no ab y la proyección vertical del punto M, 
¡determinar su proyección horizontal, sabiendo 
que está en el plano. 

En este caso pasamos por M una recta arbi- 
traria € que está en el plano dado. Fijamos la 
recta en el plano buscando su proyección ho- 
útizontal correspondiente (según ejemplo: ante- 
rior), y deserminamos la proyección de MY sa= 
biendo que este punto está sobre la recta e. 


Posición relativa de un punto al plano. — 
"Determinar sí el punto M dado, está por delan- 
le o por detrds; por encima o por debajo; o en 
plano ab conocido. 

Para determinar si el punto M está por de- 
lante o, por detrás del plano, podemos suponer 
¡Otro punto C, el cual está sobre la misma recta 
"de puata como M, pero en el plano dado y com- 
_ parar este punto C con M. 

El punto C tendrá la misma proyección ver 
que el punto M (M" > C?), y la proyec- 
horizontal de tal forma que G esté en el 
dado. Comparando C* y MP se nota que 

está por delante de CS, por esto el punto Mi 
¡por delante de € y estando C en el plano, 

está por delante del plano ab. 


e 
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Para determinar si el punto M está por de- 
bajo o por encima del plano ab por analogía 
suponemos que MP = D', y buscamos D” de 
val forma que el punto D esté en el plano ad. 
Comparando las alturas de M y D, se, ve que 
M está por debajo de D y por eso por debajo 
del plano ab. 

Si el punto D” coincidiese con M', el punto 
M estaría en el plano. 


RECTAS CARACTERÍSTICAS DEL PLANO. 


Se denominan las rectas caracteristicas de un plano a una recta horizontal y frontal de éste. 


Resta horizontal del plano «abr. —Ha de 
tener la proyección vertical paralela a la Hna 
de vierca y la proyección horizontal tal, que sea. 
contenida en el plano dado, o ses, la recta 
se corta con las rectas a y ben los puntos 1* y 2" 
respectivamente; buscando la proyección hori- 
zomtal 1% y 23 se obtiene la proyección horizon= 
al de la recta 


Recta frontal del plano +abw.—Por ser 1ec- 
ta frontal tiene vuelo constante, o sea, su pro- 
yección horizontal, será paralela a la línea dé 
tierra. A 
La proyección vertical de la recta frontal será 
tal, que esté contenida en el plano ab. 


Nora: 
1) Todas las rectas horizontales del plano 


son paralelas entre sí, lo mismo que todas las 
rectas frontales, 
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2) Las rectas características de un plano son 
rectas Coplanares, por esta razón se tienen que 
¡Sortar entre sí, en lo finito 0 infinito (el punto. 
de corte debe estar sobre rectas de referencia) 


3) Un plano definido por rectas caracterís 
ticas sería dado por una horizontal y una frontal 
que se corten entre sí, 


TRAZAS DEL PLANO 

Las trazas del plano son casos particulares 
de las rectas características del pleno. 

La traza horizontal del plano es vox recta 
horizontal del plano, de altura cero, Por esta 
"razón, la proyección vertical de ella estará con 
fundida con la línea de tiera (es recta horizontal 
y tiene altura cero). Su proyección horizontal 
¡se determinará de la misma forma como 5e de- 
termina la proyección horizontal de una recta 
horizontal del pleno (ver artículo anterior). 

La traza horizontal en el espacio mos repre 
senta la intersección del plano ab con el plano 
"horizontal de proyección. 

Puede determinarse también como esta inter» 
sección, buscando la intersección H, de la recta 
'a con el plano hocizontal (la traza horizontal de 
la recta a) osea el punto de altura O de la 
recta a. 

Determinando también la traza horizontal 
¡de la recta b se obtiene el punto M. 

"La unión de H, y H, en sus respectivas pro- 
'yecciones nos produce la traza horizontal. 
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La traza vertical o frontal es una recta 
frontal del plano de vuelo cero. 

Su proyección horizontal £* coincide con la 
lnea de tiera en la proyección vertical. Se de- 
termina de la misma forma como las demás 
rectas frontales, 

La traza vertical representa en el espacio la 
intersección del plano con el plano vertical y se 
puede determinar también por las trazas ver- 
"icales Y, y Va de las rectas a y b respectiva 
mente (puntos de intersección de las rectas a y b 
on el plano vertical). 

Siendo las trazas del plano dos rectas del 
mismo, dichas trazas son coplanares y se cor 
tan o bien sea son paralelas, El punto de corte 
debe estar siempre sobre la línea de tierra. 


Comenonación: 

1) Ver dibujo. 

2) El punto es un punto sobre recta hori- 
ontal de cota cero (2 == 0); y 4 la vez sobre la 
recta feontal de vuelo cero (y — 0); 

Para que cumpla con eso debe estar sobre el 
ele x (x, 0, 0). 

3) Si AY se corta con £? en el punto Al el 
punto A” debe estar sobre la linea de referencia 
y Sobre la recta"; pezo como ésta coincide con 
A el punto Al coincide con A". (A? = A") 


Un plano definido por sus trazas se represen- 
taría según el dibujo al lado: 


Com respecto 4 la nomenclatura, vamos a 
conservar la de las rectas características, o sea, 
a paca la traza horizontal y £ para la traza ver- 
vea, dos proyecciones. 

(Sin embargo se usan muchas formas distin- 
tas, depende del sutor) 


Omservaciones: 


No hay que olvidar que las texas son dos 
sectas del plano (sunque dos rectas particula- 
10), y por cta razón siempre cumplen com o- 
das las leyes correspondientes a dor rocas del 
plano. (Por eta reo, hemos adaptado la mo- 
menclacra de recrs, letras minóxculas en dos 
proyecciones) 

as trazas del plano existen también detrás 
Y poc debajo de la linen de tierra, aunque por 
o general no se dibujan al, para mejor enten- 
dimienso del dibujo. 


Para la correlación entre les trazas y la ex- 
presión algebraica del plano vézme página 1. 


M4 cn un plano dado poc sus trazas h y 


conociendo la proyección horizontal del pun- 
o M4 040. 

Se traza la recae, so drterminan los puntos 
ly 2 como puntos de core de la recta e con 
y E respectivamente, El punto MI” exá sobre la 

e 


Otra forma es trazar en vez de una recta cul- 
Quiera una ruca horizontal del plano, que pasa 
por Mi debe ser paralela a la raza horizontal: 
vu proyección hocisoral es parella a la traza 

y corta la lnea de terra en 1% su 


> E) 
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DENOMINACIÓN DE PLANOS EN POSICIONES PARTICULARES 


Para poder determinar la forma del plano con respecto a los planos de proyección, es 
“Somveniente comocer yus rectas Características o sus trazas. 


Plano cualquiera.—Dado por sus trazas. 


Plano de canto (o de punts)— Es un 
plano perpendicular al plano vertical de pro- 
yección: con el plano horizontal forma wn án- 
gulo cualquiera. 

"TRAZA MORIONTAL: es una recta de punta; es 
perpendicular a la lines de tiera. 

Todo el plano se nos proyecta en proyección 
vertical como una recta (a"), que coincide con 
la proyección vertical de la traza vertical Cual- 
Quier punto del plano tiene yu proyección ver- 
kical sobre esta recta. 


Plano horizontal. —Es un caso particular 
del anterior; el plano tiene adicionalmente por 
condición que es paralelo al plano horizontal 
de proyección. Por eso tiene la traza horizontal 
en el infiito. Todos los puntos del plano tie- 
en cota constante y su proyección vertical en 
la recta e. 

Todas las rectas de este plano son hori- 
zontales, 


Plano vertical.—Es un plano perpeñdicw- 
lar al plano horizontal. Con el plano vertical 
forma vn ángulo cualqier. 

"Taza VERTICAL: € una reta vertical (y = 0), 
«e perpendicular a la LT. 

"Thaza HORONIAL: €n proyección horizontal 
vincide con la proyección horizontal de todo 
A plano 
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Plano de perfil.—Es un plano perpendi- 
cular a la inca de tierra. Todas las rectas del 
plano son de perfil, Para poder trabajar con las 
rectas de este plano (rectas de perfil), a veces 
hay que usar el método descrito bajo el artículo. 
sRectas de perfle, 


Plano paralelo a la línea de tierra. — 
Tiene las trazas paralelas a la línea de tierra 
(se cortan con ella en el infinito). El plano es 
Perpendicular al plano lateral. 


Plano que pasa por la línea de tierra. — 
Ambas trazas coinciden con la línea de tierra, 
Para determinar el plano necesitamos conocer 
alguna condición adicional a este plano, por 
ejemplo un punto cualquiera del plano (que no 
está en la linea de cierra). 


Primer bisector (Plano de simetría). 
Es el plano que bisecta los planos de proyec 
ción (horizontal y vertical). 

Pasa por la línea de tierra, forma 450 con el 
plano horizontal y 459 con el plano vertical, su- 
biendo hacia adelante; cualquier punto en 
ste plano tiene su cota igual al vuelo, por esta 
razón se proyecta simétricamente con respecto a 
la lnea de terca. 


HARRY OSERS 


ESTUDIO DE GBOMETRÍA DESCRIPTIVA 5: 


Lo mismo ocurre con Una secta, curva, etc. 
“Todas las lacas que extán en el primer bisec- 
tor (plano de simeula), tienen sus proyecciones 
simétricas con respecto a la linea de terra y vi- 
ceversa, vi tienen sus proyecciones simétricas, 
están contenidas en el primer bisector. 


Segundo bisector (Plano de coinciden- 
cla).—En un plano que pasa también por la 
lnea de tierra y forma también 45* con el plano. 
horizontal y vertical, pero sube hacia atrás. 


Cualquier pumto de este plano tiene su cota 
igual al vuelo pero de signo contrario. 


Por esta razón sus proyecciones coinciden. 
(Plano de coiocidencia) 


Lo mismo ocurre con una recta o con una 
Curva cualquiera, siempre y cuando estén en el 
segundo bisector, sus proyecciones colnciden. 


(Hágalo constar por medio de la nomencla- 
tura A 


Ea la proyección Iteral (proyéctando contra 
«l plano lateral) se vestan los planos según la 
pura al lado. 


Observe que el primer bisector atraviesa el 
Primer y tercer diedro (números impares) y el 
segundo bisector los segundo y cuarto diedro, 
(números pares). 


INTERSECCIÓN 


Intersccción de una recta con un plano, — 
Dado un plano ab y la recta e. Determinar el 
Punto de intersección de la recta e con dicho 
Plano. 


Paca determinar el punto de penetración, po- 
¡demos suponer que detrás (o delante) de la rec- 
la e existo otra resta—t—que está cubierta o 
tapada por la recta e, o sea, que tine la misma 
proyección vertical de la recta e (e? == 4%, se la 
¡denomiza «secta tapada), y que extá contenida 


El punto Y, donde se corta la recta < y t, es 
también el punto de corte de e con el plano ab, 
Ya que la recta £ pertenece al plano ab. 


a caso que la meca tada sc cora con ls 
'Sonocidas del plano muy lejos o fuera del 
toos una recta sil dl plana, 
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Intersección de una recta con un plano 
vertical. Es similar al anterior, 
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Si la recta tapada resulta paralela a la recia 
aca; la recta dada es paralela al plano. (Se coc- 
a con el plano en el infinito). 


¡Si la recta tapada coincide con la recta dada: 


la dndi pocanecs sl plavo Intersección de recta con el primer bi- 


tector.El punto de intersección dela recta e 
on el primer bisecae se puede obtener de una. 
forma análoga como en los ejemplos anteriores, 
suponiendo la secta tapada 1 = € 

Para que la recta t esté en el plano de simes 
tula, a 1 debe ser simétrica 4 Y. 


Sila recta tapada corta a la reta dada fuera 
del dibujo: el punto de corte está fuera del dí- 
bajo. 


Intersección de recta con plano dado por 
mus trazas.—Se procede de forma idéntica » 
la del caso anterior: 


a 
ps 
Vd po 

pr ae 
Apdo a e 
a 


La recta de perfil CD =e. 
La recta tapada en este caso'es también recta 
de perfil (se corta con las rectas del plano ab 
en los puntos A y B). 

Para determinar el punto de intersección de 
la recta CD con la recta AB se efectúa un giro 
(se abre la puerta), y se obtiene el punto L. 


ela), debe exar: 

1), Sobre la recta e. 

2) Sus proyecciones deberán coincidir. El 
Punto que cumple con ambas condiciones 

el punto L (=P) 

“También sc puede determinar por medio de 


Intersección de recta con un plano de 
camto.-—La intenección en est caso se obuene 
deinmediato—. El puato debe estar sobre la rec 
ta a y debe estar sobre el plano a. En a proyec 


“Sada y sobre la línea de referencia de X', 
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Supongamos dos planos, cada uno definido 
por dos rectas (indiferente si se cortan o som 
Paralela): 


La intersección de estos dos planos será una 
recta (a menos que los planos sean paralelo»). 
Esta recta será definida por dos puntos. 
Para obtener el primer punto podemos de- 
terminar la intersección X de una recta cusle 
Quiera de uno de los planos (por ejemplo la 
recta a), con el plano en el cual m0 esté conte- 
ida (en este caso f= cd) haciendo a = xa". 
Repitiendo el procedimiento con otra recta 
cualquiera (por ejemplo intersección de lb con 
P= cd; o € con a; o d con a), se obriens el 
segundo punto. 

En el dibujo se usó la recta D; la reta tapada 
es la recta n y el punto de corte es el punto Y. 
La recta de intersección es la recta 1 = XY, 


Intersección de dos planos dados por sus. 
trazas. Tenemos dos planos dados, cada uno. 
por sus trazas—las rectas ab y ed respectivas 
meote. Las trazas horizontales de estos planos, 
b y 6, están ambas en el mismo plano horizon- 
val, ambas tienen altura cero, por esta razón se. 
cortan. 

El punto X es el punto de corte de las sectas 
bra 
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Las trazas verticales se cortan también, ya 
"que pertenecen ambas al mismo plano ver 
tal. 

EE punto Y es el puato donde se cortan las 
cta a y e 

La recta de Íntersección entre los planos es 
Me recta XY. 


Intersección de plano de canto con otro 
'plano.—Se conoce el plano a (de canto) y otro 
Plano ab. La recta de intersección del plano a 
¡con Otro plano cualquiera debe estar en proyec- 
ción vertical siempre sobre la recta a” (por tra- 
are de plano de canto). Esta intersección debe 
estar tambitn contenida en el plano ab, por 


las rectas a y b con el plano u obteniéndose. 
llos mismos puntos 1 y 2 respectivamente, 


Intersección de plano de cento con otra 
dado por mus trazas. —Determinando 
intersección de las trazas respectivas se ob- 
los puntos X e Y (como anteriormente) 
a recta de intersección L. 


Intersección de plano de canto con pla- 
vertical.—La intersección debe parar tam 
por los puexos de corte de las trazas res- 
Jos puatos X e Y. Otra forma de ra 
la recta 1 debe estar en proyección ver- 
"obre a" (por tratarse de un plano de canto) 
proyección borízogtal sobre la recta (por 
de un plano vertical). 


402 


HARRY OSERS 


ESTUDIO DE GEOMETRIA DESCRIPTI 


Iatersección de dos planos con trazas 
paralelas, —Las trazas horizontales de los pla- 
os son paralelos entre s, por esta razón se cor- 
tan en el infinito. (El punto X extá en el inf 
ito). 


La recta 1 debe pasar por el puato Y y por 
el punto X sobre las rectas b* y d* (el cual está 
en el infinito); la recta debe ser paralela las 
rectas dy de 


La recta de intersección en este caso cs una 
recta horizontal. 


Intersección de dos planos paralelos a. 
la línea de tierra.—Los planos dados por sus 
trazas ab y ed, son ambos paralelos a la lnea 
de tierra. En este caso también la recta de in- 
tersección resulta ser paralela ala linea de tiera; 
pero no la podemos obtener por intersección 
de las trazas respectivas, ya que éstas se cortan 
en el infinito. En este caso trazamos una recta 
auxilir del plano, por ejemplo del plano ab 
Úa recta m) y buscamos su imersección con el 
plano ed. Para eso utilizamos la recta tapada m 
(at 20). 


JE punto de corte de la recta tapada m con la 
recta m es el punto X; por este punto pasa la 
recta de intersección 1 que debe resultar para 
ela a la lnea de tierra. (Se puede repetir dos 
veces el mismo proceso y se debe obtener la 
rectal efectivamente paralela ala linea de terra). 


ad 


Intersección de un plano con el primer 
bisector, — Basta determinar la intersección X 
+ Y de rectas mb del plano con el primer bisector. 

La recta de intersección 1 debe ser simétrica 
«com respecto a,la linea de tierra; sus proyeccio- 
mes 1% e 4% se cortan sobre la línea de tierra. 

Si el plano está definido por sus trazas, la in- 
ersección A pasa por la intersección X de ¿stos 
¿<on la linea de tiera y por la intersección Y de 
una recta auxiliar e del plano dado con el bises- 
or en cuestión. 


Intersección de un plano con el segundo 
isector.—La recta de intersección pasará por 
los puntos X € Y, intersecciones de las rectas 
2 y d con el segundo bisector. 

Las dos proyecciones de la recta de inter- 
ccción coinciden. (1 == 1). 

Si el plano, está dado por sus trazas, el pro- 
¡seso es similar como para el primer bisectr. 


Omsrrvación: 


“Al conocer un punto M de un plano y su in- 
útersección 1 con el segundo bisector, para de- 
terminar la proyección vertical S” de otro pun 
10, cuya proyección horizontal (S*) conocemos, 
"basta trazar la recta MO1S, que pasa poc S% su 
"proyección vertical debe sec MUI", el punto SY 
debe estar sobre la línea de referencia respec- 
tiva y sobre esta recta. 

Para determinac más puntos se procede de 
cuna forma análoga. 

Las proyecciones vesticles y horizontales de 
odos Jos puntos situados en un plano están en 
"una correspondencia homóloga entre sl. 

La intersección del plano con el segundo bi- 
ector es el eje de homología y las lucas de re- 
fercocia los rayos de homología. (Ver capítulo 
homología, pág. 65.) 


. 
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APLICACIÓN DE INTERSECCIÓN DE PLANOS 
1) Dividle un vector en res vectores concurrentes no coplanares: Véase pág. 201. 
2) Solución de 3 ecuaciones de primer grado con 3 incógnitas: 
Sean ls ecuaciones cuya ralz se buses: 
: ¿At By + OD, 
Ars By + Cam D 
Aj y + Cm 
Se puede suponer que cada ecuación corresponde a un plano, la intersección entre ellos 
9 un punto, cuyas coordenadas x; y; x; corresponden a la ralz de las ecuaciones. 
Para poder construir estos planos es necesario conocer 3 puntos de cada plano, o sea, 
darle valores a x5 y; 25 tales que se cumpla la igualdad. 
EnEMrLO: Plano a =3x +49 +52=6 
Porro: está em este plano, ya que 
IAH Al — 515 6 


La obtención de puntos del plano, se hace 
fácil dividiendo la ecuación por su valor abso- 
luto (cuando éste no es igual 2.0) o ses 


luego. 


..s 
E! 


representan el valor donde los ejes yz 1; cortan al plano a o ses; los puntos X; Y; 25 son 
putos de este plano. 


xn, 0 0) 
Yoo) 
zo) 


¡La intersección entre las parejas de planos produce rectas que se cortan en el punto P, 
¡uyas coordenadas (x5 y; x) corresponden a la solución. 

A medida que las trazas de los planos son más paralelos entre al, la intersección resulta 
más inenacta; sin embargo, esta aparente desventaja de la sojución gráfica es en la práctica 
ventajosa, ya que es posible de darse cuenta de la incertidumbre de la solución, que en el 
lenin amaliico hubiera revultado desapercibido, 


Mo 


FORMULAS ALGEBRAICAS PARA UN PLANO 


a E 
tiendo 
AO 2 Origen. 
a ad 
para. 5 
Do 


AAA 


Pasa por el origen. a 

o : 
Dro y 
veias 5 
a > 
TA A 
pes . 
pi a mn 
TS PA 
[ora elias 
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EJEMPLOS 


Ecuaciones dadas: 


Ecuaciones dadas: 


am m4 oy 4 ón 120 
a] 
YA 10 
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HOMOLOGÍA 


La homología es.unz relación entre dos figu- 
as, conjugadas, donde se cumplen: 

1) Dos puntos (A, A”) conjugados están 
"siempre sobre un rayo de homología, siendo es- 
os rayos siempre concurrentes en Un punto, 
(Vérice de homología) 

Si el vértice está en lo init, la homología se 
denomina colincación. 

Si el vértice está en el infinito (los rayos de 
bomología están paralelos entres), se denomina 
afinidad. 

2) Dos rectas coojugadas (a, a) se cortan 
siempre sobre el eje de homología (también de- 
"nominado el eje muerto o doble). 

La homología es una propiedad proyectiva, 
+ se: si dos figuras son homólogas, buscando 
su proyección, se conservarán otra vez ea la 
misma relación homóloga. 

La homología por lo general se determina por: 

1) El eje de homología. 

2) La dirección de los rayos (o el vénice 
de homología). 

3) Un punto con us dos proyecciones con- 
Jugadas (A, A). 

La homología puede ser directa inversa 


O suuroo 


Homología directa.—Ocurre cuando am- 
bas figuras tienen la misma dirección (están del 
mismo lado del eje y vértice de homología, 
vritagalon 2 y 3 o del lado opuesto del je y 
vérce de homología, ángulos y 4). 


Homología Inversa.—Ocurre cuando am- 
"as figuras tienen dirección contraria (están del 
lado opuesto del eje de homolgla, triángulos 1 y 
2.61 y 3 6 del lado opuesto del vértice, triéa- 
gol 2y 463 y 4) 
—Reti de Camera Depa 
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Casos particulares: 


3) Fl eje de homología está en el lafint- 
to (es lmproplo). 

Las rectas conjugada on paralelas, 

1) La colineación se convierte en seme- 
.nza (nomotecia). 

Lo ángulos de las Gguras plans 500 iguales 
y los segmentos conjugados proporcionales en- 
mea 

2) La afinidad se convierte en despla- 
zamiento (traslación). 

Las figuras resultacin iguales entre sl 


b) Los rayos en afinidad son perpendi- 
culares al eje de homología. 

1) La añiidad es octogonal. 

2) Simetría: SÍ se trata de afinidad orto- 
onal inversa y una pareja de puntos conjugados 
tienen la misma distancia al eje de homología, 

guras resultarán siméicas o amtiaralelas 
entr si, con el eje de simeuta que coincide con 
+ de homología (ejemplo: guantes o par de sue» 
Jas para zapatos). 
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sompre | vence] te CONDICIÓN ADICIONAL 
a == Teno de a figuras es ig 
¡Senido de las Agurs es opuemo 
a ato | En falo = 
| tatoo 


VISIBILIDAD 


Para entender mejor"los dibujos efecrados 
e acostumbra diferenciar la forma de trazar las 
lnea». Se distiaguen dos tios principales de 
Mncas: 

1) Lineas de construcción, de referencia, etc. 
Som lineas que mo existen en el espacio y 9e 
trazan con línea fina, bien sea ininterrumpida 
9 punteado, etc, pero siempre fina (lapiz 24). 

3) Las lineas que sf exitca en el espacio, 
¿Se dibujan con nea gruesa ininterrumpida en 

caso que sean visible o líneas de igual grueso 

interrumpidas en caso de se invisibles 
bas lineas se repasan solamente al termi- 
odo el dibujo, ya que previamente no se 
si son visibles o no) 


Líneas visibles o invisibles.—Para deter- 
si una linea es visible en cierta proyeo- 
se necesita siempre conocer una segunda 
ón, por medio de la cual se reconoce 

Ta línea es más cercana al observador o sl, 


lo contrario, hay otro objeto que la tapa. 


“con tomar un punto de cruce de dos 
que se están investigando (AB y CD) 


_puoto 2 (sobre CID) es más alto, por lo 
| se ve la recta u la cual pertenece, El punto 
más bajo, la recta AI no se ve. 
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Visibilidad en proyección vertical. Se 
ve todo aquello que está más adelante, o ses, 
ene mayor vuelo. 

Es el tescacdro ABCD la visibilidad hay que 
determinarla en las rectas AC y BD. 

Se busca el sitio de cruce (puntos 3" = 47. 

El punto 4% está más adelante que 3%, por esa 
razón la recta B'D" se ve en la proyección ver- 
cal, y la recta ATC? no se ve. 

El contorno aparente del conjunto siempre se 
ve. (No lo puede tapar nada, ya que dejaría de 
sex el contorno). 

Sino hay aristas que se cruzan, se puede pro= 
omgar alguna hasta que sí se crucen. 

Puntos de comparación 5 = 6. 

6 sobre DC está más adelante. 

También se puede comparar el vértice «Cs 
con el punto 3 de la cara dudosa. 

En este caso C está más bejo que la cara ABD. 


Oro puro: 


Determinar la visibilidad de los parallogra- 
mos ABCD y MNPQ. 

“Antes de proceder a determinar la visibilidad, 
se necesita conocer la intersección XY (ver inter- 
sección de des plaoos). 

1) El contorno de Jas figuras se ve. 

2) La intersección XY se ve. 


3) Para determinar la visibilidad en proyeo- 
ción horizontal de las rectas que no están en el 

Se escoge un punto de cruce de dos rectas 
1 2, El punto 1 (que está sobre la recta AD) 
es más alto, Por eso la recta A?D' se ve y MIN 
(en la zona del punto 2, más bajo) mo se ve. 
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a recta no se ve hasta el punto X de inter 
sección, donde hay cambio de visibilidad, y la 
secta a pare de X? hacia N se ve 
Como el jegmento XIN" se ve la recta co- 
«respondiete al ouo plano—BYC*—n0 se ve 
PAYA mo se ve hasta la intersección Y?, a par 
de ella la recta es invísble, YMQY no se ve. 
Como Y9Q* no se ve, la recta del oro plano 
AMD! se debe vr, etc El ciclo está cerrado. 
4) Para determinar la visibilidad ea la pro- 
vección vertical 

Escogiendo el punto de cruce 3" = 4% sobre 
Ins sectas AD" y PQ” respectivamente se de 
terminan los puntos 3% y 4? y se ve que 3 está 
por delante de 4%, o sea, que se ve AD" y no 
se ve PQ. 

SÍ AUD se ve, no debe verse MIN" hasta la 
interscción XY, donde empieza a verse, 

EC no se ve y la recta PQ hasta Y se ve. 
YO? no se ve, cerrando así el ciclo, ya que 
AD se ve cura vez (según lo encontrado an- 
teciormente) 


Rasosanano: 


1) El contorno aparente siempre se ve en 
ambrs proyecciones. 

2) Proyección horizomal: Se escoge un sito 
de cruce 1% o= 2? y se determina cuál puato.es- 
8 más alto, la recta perteneciente a este punto 
se ve en esta zona ca proyección horizontal. 

3) Proyección vertical: Se escoge un siio de 
cruce 3" = 0" y se desermioa cuil delos puntos 
¡ene mayor vuelo (está más adelante). La rec- 
ta perteneciente a este punto se ve en la pro- 

pise 

4) Verifique, que todas las superficies visi 
bles están delimitadas por poligonales cerra- 
das, formadas únicamente por líneas visibles 
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PARALELISMO 


En todos los sistemas de proyección clindei- 
ea se conserva el paralelismo, como propiedad: 
proyectiva. Dos rectas que en el espacio es- 
tán paralelas, se proyectan también para- 
lelamente. (Se cortan en el infinito y en este 
Punto se cortan también sus proyecciones ho- 
mónimmas) 


Dos planos paralelos. —Para que dos pla- 
mos sean paralelos, es condición necesaria y su- 
ciente, que existan dos direcciones de rectas 
de ua plano (que no sean paralelas entre sí las 
cuales sean paralelas a dos direcciones del se- 
ando plano. 


O sa 


Si tenemos un plano dado por dos rectas que 
se cortan a y D, para trazar un plano paralelo 
al plano dado por el punto A, basta con pasar 
por el punto A una recta a” paralela a y otra 
1 paralela a , que pase también por el punto A. 


Si las rectas que defien el plano son pare- 
leas entre sl, el plano resultante deberá ser pa 
ralelo a elas y además a una recta de dirección 
acbítraia e, del plano dado. 
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Plano paralelo a otro, dado por sus tra- 
1as.—Por vn punto M trazar plano paralelo 
al plano ML. 


Se trazan las rectas paralelas NY y £ por el 
punto Me 

Si se desea conocerlas trazas del nuevo plano, 
se determina la traza de una de las rectas (por 
ejemplo de la ) y se proyectan las nuevas tra 
49, que deben ser paralelas a Jas originales, (Las 
rectas Características som paralelas entre a). 

Dos planos paralelos tienen sus rectas carsc= 
terístcas paralelas (y también sus trazt9). 

Recíproco: Si las rectas características (o tra- 
245) son paralelas, los planos son paralelos tam- 
bién. (A menos que se trate de planos paralelos 
a e lnea de tierra) 


Plano paralelo u otro, que es paralelo a 
línea de tierra y definido por sus trazas. — 
“Trazar por el punto A conocido un plano para- 
lelo al plano Af dado. 


El plano paralelo contendrá unas ecta a pa- 
ralela a Linea de terra y otra b, paralela a una 
irección cualquiera ma, del plano primitivo. 

“En este caso las rectas de perál delos planos 
deberian ser también paralelas. 


Plano paralelo a una recta.—Por una rec- 
a a trazar un plano paralelo a otra recta de 


Sobre la recta m se elige un puto cualquiera. 
M y por este pumto se traza una recta d, parar 
Jela a la dirección dada. 

El pleno ab es el plano pedido, 
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CRIPrIVA 
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Flano paralelo a una dirección de dos 
planos dado».-—El plano de solución y debe 
ser paralelo ala intersección 1 de los planos de- 
dos a y po 


Plano paralelo a dos direcciones. —Se 
conocen dos direcciones en el espacio, las rec- 
ls ay bs 

Para trazac un plano, el cual es paralelo a 
“ambos, se fa un punto (M) arbítrcio en el es- 
pacio y por eute punto se trazen dos rectas 
(a? y 1) paralelas alas rectas a y ba 

El plano(2"b") es paralelo a ambas direcciones» 


Recta paralela un plano, —Por el punto 
A mac vos seca paralela 4 plano abs El 
problema tene infinidad de solucione, ya que 
exist una iaidd de reis que comple cun 
esa condición y cuyo luar feomerico 6s un 
Plano paralelo al dado, que pase por A. 

Si se resiage la solución, fiado peca: 
mente una de ln proyecciones (pur ejemplo 
la veia)» bueno una solución on 

Fa este caso tenemos qu trazar tuna seta e, 
paella a ela cual et en el plano ab. 

Determínamos la 6? (dl plano ab) y trazo 
mos la recta pedida e* paralela a c”* y que pasa 
por el punto dado A. 


(Oy?) meca de perti pacaeia a un plano. 
Conse una recta de perl, que pase por un 

pueso M dado y que sea parla llano ab 

ps 

La recta pedida será paralela tods ls re 

tas de perl del pao, or comune, tm- 

bién a are AU de ése sido el punto A 

obre ae y obre a ect 

Pac comegue que AB sc parla a MN 

(réme página 47). 


Recta paralela a dos planos. Sí una rec- 
ta debe ser paralela a dos planos, deberá ser par 
ralela también a una dirección común de estos 
dos planos; con esta condición cumple la 
tersección de los dos planos. 


O su 


Dados los planos ab y cd se quiere traza por 
el punto M recta paralela os dos planos 

Para ello determinamos la intersección 1 de 
los dos planos y se traza recta paralela m a ella 
Por el pueto dado M, 


Recta paralela a un plano y contenida en 
tro.—Problema semejante al anterior. 
Determinando la interscción de los dos planos 
e obtiene la dirección de la recta pedida. 

Por el punto M del plano ab trazar reta del 
plano ab paralela al plano ed. 

Determinando la intersección (1) de los pla. 
os (ab) con (cd) se obtiene la dirección de la 
ecta um que pasa por el punto M. 


Festa contenida en un plano y paralela a dirección dada. —El problema no tiene solu- 
ión, a menos que el plano sea paralelo a la dirección dada. 


Enero: 


Az un plano cualquiera no existe ninguna recta que sc, por ejemplo, vertcal—a menos que 


el plano sea vertical. 
Paralellamo con respecto a los blsectores: 


Blame Paralelo a | Condición enla proyección Diétria | Tavuación 
UBiecor ile E = 
Ss 7 Biecior Lone = 
or ma | colación = 
Piano E 
7 eco LAT | cutis de LT. = 


í PH o 
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PERPENDICULARIDAD 


¡Como se explicó ya al principio, el ángulo por 
lo general, mo goza de la propiedad proyectiva. 

YE mgulo recto mo se proyecta como tal, a 
menos que uno de los Jados sea paallo al plo 
o de proyección. 

Tenemos wma recta horizontal la 

Una reta cualquiera a perpendicular (a ar- 
impor) 2, esa comenida ca un plano ver 
cal a, perpendicaler a la reia b, quese peo- 


“Tramar por M una recta a perpendicular 4 la 
recta h que se core con ella. 

El ángulo recto se proyecta en la proyección 
ú'hocizontal como recto. En la proyección vexi- 
al se conoce el punto de core 1” 
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Recta de máxima pendiente.—Se deno- 
mina la ecta de máxima pendiente de un plano 
< la recta del plano, que sex perpendicaler a 
odias las rectas horizontales de él. 


La proyección horizontal de la recta de má- 
xima pendiente (em*) forma ángulo recto con 
Aa 1 y la proyección vertical (en) se determina. 
Úde-tál forma que la recta esté contenida en el 
plano. 

“Como lo dice el nombre, la rea de máxima 
pendiente tiene la dirección de aquella recta 
el plano que forma el ángulo máximo con el 
plano horizontal. Es aquella dirección, según la 
Cual se desplazaría el agua sobre «l plano. 

El ángulo que forma un plano con el plano 
horizontales igual al ángulo que forma su recta 
de máxima pendiente con el plano horizontal y 


Dada una recta de máxima pendiente mu de 
un plano, el plano está definido de una forma 
única; sus rectas horizontales som perpendicu- 
lares a la recta ma y coplanares entre a. 


Recta de máxima inclinación. —Es la 1ec- 
ta análoga a la recta de máxima pendiente, pero 
se relaciona al plano vertical de proyección. 


O suas 


La recta de máxima inclinación es recta del 
plano que es perpendicular ala recta frontal del 
mismo plano. El ángulo que forma el plano con 
al plano vesical es igual al ángulo que forma la 
recta de máxima inclinación con el plano vertical. 
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Recta perpendicular a un plano. —Si uns 
recta es perpendicular a un plano, es perpen- 
lclar (a ortogonal) atadas Ins reten de exe 

ñ ps 

E 


A 
e os 
eos pus ES 


SMETRICA EE. 


Paca que una recta ses perpendicular a un 
plano, es condición necesaria y suficiente que 
sea ortogonal a dos rectas del plano, que mo 
can paralelas entre sl. 


ción Borizontal 


Scan estas rectas las rectas caractereticas del 


al plano. En este caso la recta p (perpendicular al 
plano) debe proyectarse bajo dogulo recto en 


7 la proyección horizontal a la secta horizontal 


M | pen! ma 


(a que forma ángulo recto con ella) y bajo 40- 
Agulo recto a la proyección vertical de la frontal 


se 
RA 


(por la misma razó0). 
Si no se conocen las rectas carscteriticas o 


(lla 


trazas del plano, hay que determinaclas previa- 


a 


a 
o 
a 
so 
pS 


| 


Larr. 

te 
= 
1. 


Boo | ¡an 


E 


Plano perpendicular a una recta.—Se da 
la recta a, Por el punto B trazar un plano per- 


jarro] par. 
at, 


e | meca | ven Jue] v=0 


Ú 


pendicular a esta recta. 
El pleno lo podemos definir mediante una 


1 luar] o 


" 


CLASIFICACIÓN DE PLANOS 


| testa horizontal, que será perpendicular a la 


116565] an. 


" 


recta a y pasará por By una recta frontal, igual- 
mente perpendicular a la recta a que también 


aMjulaja 


pase por Ba 


só 9 1 [7 [eo] 059] a. 


as | es 5 


Depa | LL 
pe 
cn 
ne 
AS 
eS 


Para determinar las trazas de este plano (sí 


SS 


se necesitan) basta con determinar la traza V de 
la recta h (por ejemplo) y dibujar las trazas 
respectivas, que serán parallas a la rectas ca 


a 
Te 


ractersticas determinadas previamente. 
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Casos particulares: 


La recta es de perfil o el plano es para- 
elo n ln línea de tierra.—La perpendicula- 
ridad entre ambos se determina por medio de 
giro (se abre la puerta). 

La recta es la recta AB. 

El plano es el plano dado por sus trazas Af. 


Oraa roma: 


El vuelo yla cota dela recta y el plano tienen 
valores inversos. 


Recta perpendicular al primer blsee- 
tor.—Es en realidad un caro particular del 
“anscrior, Haciendo la misma operación se 0b= 
"tiene la recta AB que tiene por condición que 
AVES ca de igual tamaño que AMB, y sigue igual 
icección (véase la fecha). 

La secta es paralela a la vez al segundo bi 


Recta perpendicular al segundo bisec 
tor.—Por razonamiento análogo se obtiene le 
recta AR que tiene por condición que AMB" 
tiene igual tamaño que APB* pero dirección 
contraria (vémse la fecha). 

La recta es a la vez paralela al primer bisector. 


Plano perpendicular al primer blsec- 
sor.—El plo solución debe conteper recta 
moral al primer bisector; ésta es de perfil y si 
métrica respecto a la linea de tierra. Luego el 
plano tendeá trazas simétricas también «la linea. 
de tierra 


Plano perpendicular al segundo bisec- 
tor.—El plano solución contendrá recta AB, 
normal al seguado bisector, luego las trazas de 
este plano coinciden. 


e 


Bimennto | Prxrmuorcetan 4 | Comorción mu proyrcción orton 


A 
as 

E e 

Piano. 1er bisector. AO 

Piano. 2 bisector PER 


Plano perpendicular a otro plano que 
contenga recta dada.—Se da el plano a (por 


= las trazas) y una recta mm, 


“Trazar un plano ( que pase por mn y sea per 
Pendicular al plano 0. 

Para satisfacer el problema debe exisié por 
lo menos una recta dl plano $ que sea per- 
pendicular al plano «, 

Por consiguiente, basta con tomar sobre la 
ecia en un punto A y por él trazar una recta 
P perpendicular al plano a, El plano mp es per- 
Pendicolar al plano. 


Plano perpendicular a otros dos,--El pla- 
o de solución y debe ser perpendicular a la in- 
teriección A entre ambos planos dados « y P. 
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Recta perpendicular a otra recta, Dada . 

a recta m; trazar una recta p, perpendicular a 

la secta a, que pase por el punto Ma PROBLEMAS MÉTRICOS 
Para determinar esta recta, se necesita pri 1 

mero trazar un plano a perpendicular a la recta La solución de varios problemas métricos en la proyección ortogonal es, en realidad, la 

8 que pase por el punto M. , aplicación de lo analizado anteriormente, 0 sex: intersección, paraleismo, perpendiculari- 
En este plano a está contenida la recta pedida. exe, En este texto se indican únicamente los pasos necesarios para la obtención de la so 
Se busca la intersección X de la recta a cob. lución «correspondiente, 

el plano e 


iancia de dos puntos. Todo lo rela: 
tido véase en el capitulo denominado Verdade- 
ro tamaño, Triángulo de rebatimiento 


La recta MX es la recta pedid 
El plano a se construye, levantando las rec- 
tas £ y hi ortogonales ala recta a, que pasen por — 42 
el punto M, 
La intersección X sq obtiene por medio de 
la recta tapada £. 


Distancia del punto al plano.—Para de- 
verminar la distancia del punto A al plano a. 
1) Se levanta una recta p perpendicular al 
plano a. 
2) Se busca el punto de intersección 1 entre 3 
la recta p y el plano e. 
*3) El segmento AB es igual a la distancia 


pedida. 
Distancia de un punto (A) a una recta _ 
(0).—El problema se puede resolver de varias 


Recta perpendicular a otra recta conte-! 


mida en un plano dado.—Dada la recta a y" 
plano P, construir recta , contenida en plano 
B y perpendicular a la recta a. 

Se determina la intersección C de la recta 
con el plano B; eneste punto C se levanta plano y 
perpendicular a a y se halla su intersección con 
a que esla solución. 


ys : 
q A an 
Pd srtegual a —La roca de "or el punto A y es perpendicula la reta ba o 
Z a emi 

SEA EN o E 


punto A a la recta b es el segmento AB). 


BJ Oran sora: , 
1. Se fjan dos puntos arbitrarios sobre la 7 
recta b (los puntos By €) y se construye el 
ritagulo ABC. > 


2. Se determina el verdadero tamaño de los 
fegmentos AB, BC y CA. 

] 3. Se construye el triángulo ABC en ver 
¿dadero tamaño. 

4. La altura AD de ete tiángalo es igual a ¿| e 
la distancia del punto A y la recta De E 


Observación referente a paralelismo y perpendicularidad en el espacio.— 


Por un punto pasa una y solamente tuna, 


Por una recta pasa uno y solamente uno, 
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Distancia entre dos planos paralelos. — 
Determinando un punto A en uno de los pla- 
os (P) se transforma el problema em el caso 
anterior: Distancia de un punto a un plano. 


Distancia entre dos rectas paralelas. 
Determinando un punto A sobre la recta (8) 
se transforma en el caso anterior: Distancia de 
Un punto a na recta. 


Distancia de dox rectas que se cruzan 
(perpendicular común).—La menor distan- 
ia entr dos rectas se mide según una recta que 
sea perpendicular aa vez alas rectas y (osea, 
+ perpendicular a un plano, el cuales paralelo, 
+ las direcciones de a y b) . 
Pasa medir esta distacia se puede: 

1) Sobre la recta m escoger un punto A. 
2) Enél tazas una ccta paralela ala ec 
a D, determinando así el plano ab" m= 0, 
3) La distancia BX de un punto cualquí 
1 dela recta al plano a es igual al distan 
pedida (ver distancia de un punto a un plano), 


Angulo entre dos rectas que se cortan, — 
Para medir el ángulo entre dos rectas b y € que 
se corten se puede: 

1) Fijar un triángulo arbitrario ABC. 

2) Determinar los verdaderos tamaños de 
los lados AB, BC y AC y reconstruir el verda- 
ero tamaño del triángulo ABC. 

3) Determinar el ángulo correspondiente al 
vértice Ar 


Nora: 
En realidad hay dos soluciones: l 
El ángulo a y su suplemento A. Ambas sol 


Ángulo entre dos rectas que se cruzan. 
* Para determinar el ángulo que forman dos dí- 
tecciones cualesquiera en el espacio, se Sja un 
punto arbitrio A. y por él se trazan dos rectas 
Cb” y e") paralelas a las rectas b y € respectiva. 
mente. 

El ángulo que forman les rectas b* y e? (que 
se determivan como en el caso anterior) es igual 
Al ángulo que forman las direcciones b y e. 


Nora 


* Sel ángulo corresponde a 90* se dice que 
las rectas D" y e* son perpendiculares y las rec- 
as b y e ortogonales. 


Ángulo entre recta y plano. —El ángulo 
ue forma la recta con el plano $ es igual por 
etnición, al ángulo que forma la recta n con 
| 5 proyección ortogonal a? <o el plano Pa 


Í 


1) Se determina el punto A— intersección 
de la recta a con el plano $. 

2) Se Bja un punto B sobre la recta a y por 
ste punto se construye una rocta p perpes- 
cular al plano Ba 

3) Se busca el punto BÉ (imterscción de 
la recta p con el plano $, en realidad la proyec 
sión ortogonal del punto Ben el plano 

1) El ángulo pedido es el ángulo que forma 
la recta a = AB con la recta 23 = AB, (Ver 
ángulo entre dos rectas) 

Otra forma de determinar el ángulo « es me- 
die el togalo y catre la reta a y una reci p 
¿Sormal (perpendicular) al plano (que pare por 
Un punto arbitrario M de la recta m). 

Fl ángulo pedido es el complemento de y, 
e. 90 yo 
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Angulo entre dos planos.—El ángulo en- 
sue los planos a y $ se puede determinar at: 

1) Determinar la intersección l entre los 
planos = y 9. 

2) En un pumo A de la intersección levan- 
tar un plano y perpendicular a la intersección E. 

3) Se determina la intersección a entre el 
plano a y Y. 

4) Se determina la intersección D entre el 
plano $ yv. 

5) El ángulo entre las intersecciones a y bo 
es igual al de los planos « y $ 


Otra forma de medir este ángulo: 


1) Escoger un punto arbitrario A y levantar 
en él una recta p perpendicular al plano «, 
2) Enel punto A trazar una recta q perpen- 
cular al plano P. 
3) El ángulo que forman estas perpendicu- 
lares p y q (normales) es igual al ángulo entre 
los planos = y $. 


Nora: 


En realidad se obtienen dos soluciones co- 
rectas: El ángulo a y su suplemento «, cum- 
pliéndone que «+ «o 180%, 


Bisectriz de dos rectas concurrentes. — 
Se escoge un segmento arbítrario y éste se co- 
loca sobre las rectas a y br a partir del punto 
de corte P, cn ambas direcciones, obteniéndose 
los puntos A; A” y B, B' respectivamente, 

Las bisecrices pasan por el punto P y los 
puntos € y €”, que están en el punto medio de 
los segmentos AB y AB' respectivamente. Ob» 
serven que la posición de los puntos C y C' 
goza de propiedad proyectiva 
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LUGARES GEOMÉTRICOS 


El lugar geométrico es la figura geométrica, que contiene todos los puntos que cumplea. 
una cierta y determinada propiedad y recíprocamente, todos los puntos de esta figura cumpleo. 


con esta misma propiedad. 


Punto equidistante de otros dos y que 
esté sobre recta dada. — Determinar un pun- 
1o equidistante de los puntos A y B, el cual 
esté situado sobre la recta b. 


RazormIerO: 


Se determina el lugar geométrico de todos 
los puntos que cumplen con la condición de 
equidistancia. Este lugar geométrico es el plano 
su perpendicular a la recta AB, levantado en el 
punto medio M del segmento 

El punto pedido debe estar además sobre la 
recta b, por esto el punto de la solución, X, es 
el de intersección entre la recta b y el plano a 


SoLución: 
1) Se levanta un plano a perpendicular al 
segmento AB en el punto M, medio de segmen- 
to AB. 

2) Se determina la intersección de la recta 
b com el plano a, 

3) Comprobación: Los segmentos AX y BX 
en el verdadero tamaño tienen que ser iguales 
entre sl 


Punto que equidiste de custro puntos — 
"Comeponde centro de ester 


El punto debe equidisar dela pareja AB pareja CD y 4 
la vez debe equidisar por ejemplo de la pareja BC. 
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TRAVESAÑAS 


Recta que se apoye sobre otras dos y pase 
por un punto dado.—Determinar una recta 
ue se apoye sobre las rectas y D, dadas y pase 
por el punto M, 

Razonuarnro: 

La recta debe estar contenida en el plano aM, 
1 se corta con a y pasa por el punto M. 

Por igual razón debe estar contenida en el 
plano bM, 

Sorwción: 

1) Determinar el punto X — intersección de 
la recta D con el plano aM. 


y 


2) La recta MX (que corta a la recta a en 
el punto Y) esla solución. 

Para cumplir con ambas condiciones, la s0- 
lución del problema es la intersección catre el 
plano aM y bM. 

De esta intersección ya conocemos un punto 
—«l punto M. 

Para determinar otro punto de la intersección 
sta con buscar, por ejemplo, el punto de in- 
tersección X de la recta d con el plano aM. 


Recta que se apoye sobre otras dos y 
tenga dirección dada. Determinar tna rec- 
ta que se corte (sea coplanar) con las rectas y 
b y tenga la dirección d. 

La recta pedida debe estar contenida en un 
Plano « que contenga la recta a y sea paralelo 
la dirección d y debe estar también en otro 
plano $ que contenga la recta b y sea paralelo 
También a la dirección de 

Por eso la solución del problema es la inter- 
sección de los dos planos anteriores, Sín em- 
bargo, nos basta con determinar solamente tun 
punto de esta intersección, ya que sabemos que 
debe tener la pedida; por esto basta 
con determinar, por ejemplo, la intersección X. 
de la recta b con el plano ad” y por este punto 
X trazar na recta paralela a la dirección d. 


Sotución: 

Determinar un plano a que pase por la recta 
y sca paralelo a Ja recta d 

Determinar el punto X intersección de la rec- 
ta b con el plano a. 

Por el punto X trazar una recta XY que sea 
paralela ala recta d (debe cortarse con la recta a) 


Perpendicular comúo.—La perpendicu- 
lar común es una recta que se corta con las fec- 
tas a y b bajo ángulo recto. 

Razoxamremro: 

Es un problema similar al amterio, sola 
mente que la dirección de la recty hay que de- 
terminarla previamente. Esta dirección es per 
pendicular a un plano paralelo a Js rectas a y b: 


(ver la menor distancia entre dos rectas). 


Sorución: 

1) Fijar sobre la recta a un punto A. 

2) Porel pumo A trazar una recta b” para- 
lela ala recta, obteniendo as el plano ab?» a. 

3) Fija sobre la recta b un punto B. 

4), Por el punto Bi trazar secta p perpen- 
lcular al plano a. 

8) Determioar el plano pb == $. 

6) Determinar la intersección X entre la rece 
ta a y el plano $. 

7) Trazar recta mm paralela 2 p por el punto 
X; esta recta debe cortarse con la recta b (en 
el punto Y). La recta m esla solución, 


Nora: 
La menor distancia entre las rectas a y b cs 
el segmento XY. 
Para mayor claridad se agregó en el dibujo 
Un prisma rectangular recto, el cual siempre 
exinte en el espacio, 
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¿Caso parmicoLas: 


Una de las rectas es perpendicular al plano 
de proyección (poe ejemplo ea de punta). 

En este caso la perpendicular común deberá 
sex una reta frontal y por eso deberá verse en 
la proyección vertical bajo ángulo recto con la 
teca 

En la proyección horizontal deberá pasar por 
« puso Y” y ser fetal (a la vez pespendicular 
ala recta a). E 

El segmento XUY" es la menor distancia entre 
la recta a y b en verdadero tamaño. 


Flano que pase por recta dada y forme. 
cierto ángulo con el plano horizontal — 
Es ee caso la rec de máxima pendiemne del 
fucuro plano debe formar el Angulo previsto 
con el pleno horizoeal 

"Vamos a buscar la porción de esta recta de 
máxima pendiente. 

Sobre la recta dada cogemos us sepmento 
“AB y truscaremos aquel ect de mázima pen 
«lente que tenga el desnivel igual al desove! Am 
catre A y B y cayo vn extremo esté en el punto 
1 y el oo enga la alura del punto A. 
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Sabemos que los dos extremos de la reta de 
máxima pendiente deberán estar reparados en 
la proyección horizontal por uns distancia igual 
al segmento P.H., por esta razón, podemos ha- 
er un circulo con centro en IS y radio = PH. 
el punto C* debe estar sobre ese circulo. 

La recta horizontal del plano que pasa por 
el punto A se debe cortar con la recta de má- 
xima pendiente en el punto C (porque tiene la 
misma altura de A) y debe cortarse bajo ángulo. 
recto (recta horizontal y recta de máxima pen- 
diente), conservándose este ángulo recto en la 
proyección horizontal 

Para que cumpla con la condición anterior, 
la recta la debe ser tangente ala circunferencia. 
y la recta de mixima pendiente deberá pasar 
por este punto de tangencia €. 

El problema puede tener o no solución, la 
recta dada depende del ángulo «p que forma la 
recta dada coo el plano horizontal y del ángulo 
a que debe formar el plano pedido. 


Sie ego y < a hay 2 otaciones 
00 2 93 ano ley soci 
lo > a: la reia forma mayor ángulo con el plano 
Roriomal que la rec de mesma pendicne) 


Este problema tiene mucha aplicación prác- 
tica, al resolver problemas sobre sampas de ac- 
ceso, excavaciones, etc. 


Recta que esté en un plano dado y forme 
clerto ángulo con el plano horizontal. — 
Supongamos que el plano está dado por sus tra- 
“189, que la recta debe pasar por el punto A (del 
plano), y que debe tormar ángulo q con el plano 
horizontal 


se 
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Vamos a buscar otro punto de eta recta, por 
ejemplo; el punto de cota cero, o sa, el punto 
sobre la reta 

En este caso conocemos el demivel Ax y el 
tngo q. 
“Construyendo el tiángulo de rebatimicato se 
obtiene el tamaño de la proyección horizoo- 
el Pa 

Trazando una circunferencia de radio PR. 
con centro en AS, se obtienen los puntos IN 
y 2 sobre la recta , por donde debe pasarla 


planos de proyección. — Razonamiento: Sí un 
plano a forma cierto ángulo «p con otro; el que 
forme la normal m al plano a con este mismo 
plano es el ángulo complementario 00%—«p. 
Sorución: 

En vez de determinar directamente el plano. 
pedido, hallamos primero la normal a dicho pla- 
o. Silos ángulos que debe formar el plano son: 
a con el plano horizontal 
8 con el plano vertical; 
los ángulos que formará la normal al plano pe- 
ido con los planos de proyección son: 
con el plano horizontal 
con el plano vertical. 

El problema tiene solución cuando: 


- 


USADOS EN LA PROYECCIÓN ORTOGONAL 


A veces se puede resolver varios problemas de una forma más sencilla cuaado el cuerpo 
representado tiene una posición cspecfia con respecto a los planos de proyección y por tanto 
om respecto a los ejes de coordenadas. 


Para situar el cuerpo en posición especia, ep geometria descriptiva, podemos proceder de 
dos maneras: 


1), Dejar el cuerpo inmóvil y cambiarla posición de los planos de proyección (conser- 
'vándolos siempre perpendiculares entre 5). 


2), Dejar los planos de proyección inmóviles y desplazar o rotar el cuerpo. 
De acuerdo con cada problema en especial conviene usarla primera 0 la segunda forma. 


CAMBIOS DE PLANOS DE PROYECCIÓN 


Supongamos que tenemos un punto A en el 
espacio y queremos (por cualquier razón) re- 
Presentar este punto no sobre el plano vertical 
de proyección, sino sobre un nuevo plano, el 
cual sea también perpendicular al horizontal (o 
sea también vertical), pero no frontal, Llamemos 
ste plano a o también tercer plano de proyec- 
ción y analicemos la representación del punto 
A en este plano 0 63. 

La línea de tiera es en realidad la intersec= 
ión entre el plano horizontal y vertical (simbó= 
licamente H— V), De manera similar la inter- 
sección entre el plano horizontal (ocigioa) y el 
plano 3 la podemos denominar H — 3 y la pro- 
yección del punto A en el plano 3 sería A? 


a 
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La línea de referencia AS — A? sera perpen- 
dicular a la recta de intersección de los planos 
H — 3, La altura x del punto A corresponde. 
a la distancia del punto A al plano borizontal 
(o sca A — A), y como el plano horizontal no 
lo hemos movido, la altura permanecerá igual. 
La distancia" del punto AY x la línea de tierra 
Hi — V (cota) y la distancia del punto A? a la 
recta H— 3 será igual. 

De una forma similar como se representó el 
punto A se podrá representar todos los puntos. 
deseados. 

Digamos que tenemos la recta AB y el punto 
(C. Queremos proyectar el conjunto en un nuevo 
plano vertical, el plano 3, de tal forma que la 
recta AB sea paralela al plano 3. 

En este caso la recta ABR debe ser paralela 
a la intersección del plano 3 con el pleno hori- 
omtal, 0 sea, paralela ala recta H — 3. Las cotas 
de la proyección A” serán iguales a las cotas. 
A, eto. 

je 

El punto C tiene cota negativa (opuesta al 
punto A) por esa razón también en la proyeo= 


ción 3 debe estar del lado opuesto de la recta 
m3 


Siguiendo el mismo procedimiento utilizado, 
al cambiar el plano vertical se podría reemple- 
zar el plano horizontal por Diro, tercero (que 
debe enar también perpendicular al plano ver- 
cal. 

De una forma análoga al ejemplo anterior: 

La intersección entre el plano verdcal y el 
plano 3 es la recta 3 — V. (3 ha reemplazado 
25) 
ne de meca A — A, eb pr 
pendicala ala recta 3 — Y. 


El vuelo, o sea, la distancia del puato al pla- 
"mo vertical (al que no hemos alterado), debe 
ser constante. 


A veces conviene cambiar los planos suce 
vamente, hasta obtener la posición descada. En 
ste caso se toman las coordenadas de la pareja 
inmediatamente anterior, aquella que se aban- 
donó. 


A 
A A y 


Usos: 


1) Recta paralela al plano de proyec 
ción —Obiención de una recta que sea para 
lola al plano de proyección (para verdadero. 
tamado). 


La intersección del nuevo plano (también la 
nueva línea de tiera), debe ser paralela (o coin 
idir) con la proyección que no hemos alterado. 


2) Recta perpendicular al plano de pro- 
yección.—Obención de una recta que se pro. 
yecte como un punto, es decir, que sea perpen: 
icular a un plano de proyección y paralela a 
otro (en el caso de intersecciones, varios pro= 
"lemas métricos como ángulo entre planos, per- 
Pendicular común, etc) En este caso hay que 
sfecruar el primer cambio de plano, haciendo 
«el tercer plano paralelo a la recta (ver caso ante- 
sor). 


Posteriormente hay que usar un cuarto plano. 
de proyección, el cual es perpendicular a la 


dit 


HARRY OSBRS 


ESTUDIO DE GEOMETRÍA DESCRIPTIVA 


CAMBIANDO EL PLANO VERTICAL. 


CAMBIANDO EL PLANO HORIZONTAL 


3), Plano perpendicular al plano de pro- 
yecclón.—Hacer un plano perpendicular al pla- 
o de proyección (todo el plano se ve según una. 
recta — es proyectante) (para penetraciones, ete.) 


En este caso todas las rectas horizontales de- 
ben ser a la vez de punta (plano de cano) o 
odas las rectas frontales deben ser verticles 
(plano vertical). E 


Por esta razón se escoge una recta carncte- 
rística del plano (o traza), y mediante cambio 
e plano de proyección se la hace perpendicular 
al muevo plano de proyección. La «mueva línea 
de tieras debe ser perpendicular a ela. 


Tenemos el plano a 2: Él dado por sus tec- 
as características 


La nueva línea de tierra H 3 debe ser perpen- 
“dicular ala recta, el plano 3 debe ser perpen- 
cular al plano a dado, 


Escogemos los puntos ABC del plano, Los 
puntos A? y IP coinciden por tener la misma 
altura; el plano a? se ve como una recta, ya que 


Posteriormente escoger la dina de der 
43 paralela al plano dado (4— 3 paria 
4) y efctua el cambio de plo. 


0) En dibajo.—Para obtener contes, e 


NOMENCLATURA 


está constituido por rectas perpendiculares al 
plano de proyección 3. 


“Cambiando el plano horizontal: 


Tenemos el plano dado por sus trazas, ha- 
ciendo una «nueva línea de tierra 3 — V, per- 
Pendicular a la traza frontal y cambiando de 
proyección los puntos ABC, se obtiene el pla- 


"Nora: 


Sino se conoce recta característica del Pla- 
mo hay que determinarla primero. 


P»” 
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Usos: 
ROTACIÓN (Giro) 1) Obtención de una recta paralela al 


La rotación es un método que se usa para obtener un cuerpo en posición especifica 


com respecto a los planos de 
de proyección, y sí el objeto observado. 


jección, en el caso que no queramos mover los planos 


Para ello escogemos un eje que es perpendicular a uno de los planos de proyección: 


Eje de rotación vertical.--En este caso un” 
punto cualquiera A, al 1otar alrededor del eje 
vertical, describe un arco de ciecunferencia, que 
en la proyección horizontal se ve en verdadero 
tamaño y en la vertical como un segmento de 
recta de una altura constante, 

El punto A se ha desplazado hasta ocupar 
el sitio Ay 

De manera similaz se mueven todos los de- 
más puntos del objeto rotado. 


OnstxvacióN: 


El ángulo de giro a debe ser igual y dela mis- 
ma dirección para todos los puntos, 

Para la obtención de la posición inicial de los 
puntos hay que efectuar la rotación en el sen- 
ido contrario. 

La distancia AFB! y ln distancia AFD? debe 
ser igual, ya que la figura no ha cambiado su 
posición con respecto al plano horizontal. 


Eje de rotación de punta.— Semejante al 
caso anterior, solamente que el movimiento des- 
rito se ve en la proyección vertical en verda- 
dero tamaño (como arco de circunferencia) y 
en la horizontal el punto se mueve, conservando 
el mismo vuelo. Si se rotara más puntos, el án 
ulo y su sentido deberian ser igual para todos 
Las distancias entre los puntos en la proyección 
vertical se conservarian. 


plano de proyección.—(El plano horizontal) 
do alrededor de: 


a) Un eje que se corta con la recta (pasa 
por el punto A) y es perpendicular al plano 
vertical. ' 


8) Un eje que no se corta con la recta, El, 
eje debe ser perpendicular al plano vertical y 
la distancia que hay entre la recta y el eje antes 
del giro debe ser igual a la distancia después 
del gio, o sea, la recta debe ser siempre tangente 
a la circunferencia de radio d y debe ocupar la 
Posición horizoatal. 


AA 
na, 


El pun 


2) Obtención de recta perpendicular al 
plano de proyecelón.—(Se proyecta como un 
punto). Igualmente como en el «Cambio de Pla- 
nos hay que efectuar dos pasos al realiza la ope- 
ración. Primero rotar la ecta hasta que sea pa 
ralela al plano de proyección (ver caso anterior) 

y segundo, la recta paralela al plano de proyec- 
ción rotarla hasta que sea perpendicular al otro 
plano de proyección, 
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)) Obtención de plano perpendicolar al 
plano de proyección. —Paa que el plano sex 
perpendicular 1 plano: 
pa 
Lroizonas Y Dec 
perpendicular la nea de era y pra elo 
verte 
dj de gio dto ser] 
eS 
aa hace ia l plano es necesi ie la 
sena (o ret Cratriica) Bana que sa per- 
pedia al plano de proyección de un ángulo 
< conservando la ceca siempre la mioma dis 
Func 4 e de gio. Jpualmente es secario 
rr un tec punto par en debido el pl 
o en su nueva posición. Este punto puede ser 
vn pun cukquea dl plao (por ejemplo el 
punto A). 


"Usando el punto B, donde el eje de giro per 
etra al plano girado, se obtiene el único punto 
que mo está afectado por el gio (por estar sobre 
el eje de giro), un punto muerto. 

El punto Ino se mueve. (B= BJ. 


4) Plano paralelo al plano de proyec- 
clóm.—Para obtener el plano dado paralelo al 
plano de proyección, es necesario efectuar dos 
iros, haciendo primero el plano dado perpen- 
cular a wn plano de proyección (ver artículo 
anterior) y después paralelo al otro. 


La rotación se usa también construyendo una. 
Aigura cualquiera en la posición particular y pos 
teriormente poe medio de giro colocándola en 
poción general. 


Ventaja DE ROTACIÓN: 


Principalmente tratándose de sólidos de re- 
volución, dejando coincidir el eje del cuerpo con 
el de giro; para la solución de intersecciones, 
penetraciones, etc., teniendo la ventaja que el 
cuerpo de revolución, en este caso, mo está afec= 
tado por el gio. (Ver más adelante.) 
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REBATIMIENTO 


El rebatimiento es un método indirecto usado 
en Geomeula Descriptiva para obtener un pla. 
o en verdadero tamaño y consiste en hacer to- 
cor in plono sreedos e vu rca horizontal 
o frontal), hasta que dicho plano sea paralelo 
al plano horizomal (o vertical de proyección) 


Proceormuento: 


Supongamos que tenemos un plano dado por 
Sus sus trazas hy £, y queremsos rebatir el plano, 
Alrededor de su traza horizontal (recta horizon- 
tal de cota cero), hasta que coincida con el plano 
horizontal. En este caso la recta B es el eje de 
ebatimiento (sc la denomina también «cbarncla»), 
y Por consiguiente conserva yu posición (h == 42). 


MéronO cENeRAL: 


a rota te punto cualquiera 
lano) y vamos 2 observar qué trayectoria 
efectúa durante el rebatimiento: 


1)_El punto se conserva siempre ea un pla- 

o perpendicular al eje de rebatimiento (en este 

aso un plano vertical), el cual se proyecta en 

proyección horizontal según la recta P*. El pun 

o AF debe estar también sobre la recta pr 
pin 


2) La distancia AB entre el punto A y el eje 
de rebatimiento (segmento de recta de máxima 
pendiente catre el punto y el eje de rebatimienr 
10) debe verse en la proyección rebatida en ver- 
dadero tamaño (como todas las demás distan- 
cias del plano rebatido). 
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Paca ello buscamos el verdadero tamaño del 
segmento AB y lo colocamos a partir del eje 
de rebatimiento B* sobre la reta * obrenién= 
dose el punto AS, 

De esta forma se podría obtener todos los 
puntos del plano en la proyección rebatida. 

Para la obtención de la proyección desreba- 
ida (horizoatal), habría que efectuar los pasos 
inversos (véase figura), siendo lor verdaderos 
tamaños paralelos entre sl 


Rebatiendo la traza.- Otra forma de reba- 
tir los puntos es la de utiliza las trazas. 


La traza horizontal es el eje de rebatimiento. 
2 punto A yace sobre la traza vertical. 


El segmento AY" se proyecta en verdadero. 
tarso, porque esté sobre la recta frontal. 


por estar sobre 


pu Br Be 
e eje 

El punto A" debe estar sobre la recta 8% (ver 
méxodo anterior) y 2 la vez conservar la dis 
tancia AY" == AMB", por esta razón la traza 
vertical rebetida es la recta AMB 


Para rebatir un punto M del plano: 


Se traza una hecta horizontal e por el punto 
M5 esta recta corta la traza £ en el punto Ca el 
“cual rebatido está también sobre la traza rebar 
cda 

EL punto MP está sobre la recta y sobre la 
de «referencia de rebatimientos MPMB. Para el 
“desebatimiento se usa el procedimiento a la 
inversa. 
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Por homología. Supongamos el plano RL. 


Rebatimos el plano con el punto A alrededor 
de la traza (según método general). 


Para sebatic el punto M podemos trazar la 
recta APM? que es una del plano y por eso se 
¿ort con la recta B* en el punto 1%. 


La proyección 1% = 1% por estar sobre el je 
e rebatimieto (eje doble, cie muero, eje de 
homología) a la recta APMPI* corresponde la 
recta rebutida IMA”, El punto MÍ está sobre 
sta recta y además sobre la recta MMS per- 
pendicular aleje (rayo de homología). 


Entre la proyección horizontal y la rebatida 
existe la relación de homología siendo: 


1) El eje de rebatimiento (Ja recta carso- 
"teristica) = eje de homología. 


2) La pareja de puntos AS, Al es la pareja 
que deñine la homología. (El punto A se retare. 
por el método general), 


3) La unión de los puntos AS, A la direc- 
ción de Jos rayos de homología (en caso de pro- 
yección ortogonal la dirección. es perpendicular 
a la recta característica), 


La homología se puede usar tanto para ob- 
tener los puntos rebatidos (A*-= AM) como para 
obtener aquellos en proyección horizontal 
aer. 


Para la obiención de la proyección vertical 
se puede utilizar también la cecta de máxima 
pendiente del «primer punto rebatido», de 5u 
verdadero tamaño y diferencia de cota respec» 
vamente. 
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Un punto M está sobre una recta horizontal 
mm que es más cercana al eje de rebatimiento 
que la recta horizontal a, que pasa por A; por 
sta razón también la diferencia de cota de la 
recta mm es más pequeña que la de la recta a. 


La diferencia de cota entre el eje de sebati- 
miento y dicho punto, se puede medir en el es- 
pacio comprendido entre el verdadero tamaño 
y el rayo de homología del primer punto reba- 
ido (ver la figura). 


OsstavacióN: 


Si el punto está del otro lado de la recta hori- 
zontal, la diferencia de cota va a tener también. 
el signo opuesto (el punto N). 


La proyección vertical de un punto se puede 
siempre obtener como la proyección de un pun 
to del plano (ya que éste pertenece al plano]. 


Smverarización: 


1) Si mo se usa la traza sino una recta horí- 
zontal, de cierta cota, se procede de forma 
“análoga a la explicada anteriormente, midiendo 
las diferencias de cotas con respecto a la recta 
Borizontal tomada. 


El eje de homología en este caso es la recta 
horizontal. 


2), Igualmente como se rebatió el plano has- 
ta hacerte horizontal, se puede rebatrlo hasta 
estar paralelo al plano frontal. 

En este caso el eje de rebatimiento debe ser 
una recta frontal del plano, y todo lo referente 
a diferencia de cota de la explicación anterior 
se rlacionark x diferencia de vuelo, etc. 
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3) Se puede utilizar siempre dos direcciones del giro según la conveniencia cn cada caso 
particular (depende del tamaño del papel, verdadero tamaño conocido, etc) 


PROYECCIÓN DE UNA CIRCUNFERENCIA 


La proyección ortogonal de una circunferencia es una' elipse, Ésta puede tener una ex- 
E RESATOENTO DIMBCTO. enticidad igual a cero, cuando la circunferencia estásituada en un plano paralelo al plano. 
¡rc ¡(ngalo de gica ccoo) de proyección y su proyección es la misma circunferencia; si cstá siruada en un plano per- 
E Pendicular al plano de proyección, toda la circunferencia se proyecta como un segmento de 
recta, igual a su diámeteo, La excentricidad de la elipe respectiva, en este caso, es igual a su 
radio, Si la circunferencia está situada en un plano cualquiera, la excentricidad de la elipse 
respectiva será mayor que cero y menor que el radio, Tenemos una elipse propiamente dicha. 
Para obtenerla proyección de una circunfesencia podemos dividir el proceso en dos etapas: 
1) Obtener los puntos claves de la futura elipse (ejes, Focos, tc). 
2) Una vez obtenidos los puntos que determidán la elipse, dibujaria. 


NOMBRES DE ELEMENTOS DE ELIPSE 


O — centro. —Todos los puntos de la elipse son simétricos con respecto al centro O. 
F, F, = Focos.—La suma de las distancias del punto M de la elipse a los focos es 
constante e igual a la longitud. 

del diámetro mayor =2a. 
Radio vector. Unión del 
punto de la elipse.con el foco, 
A, B, C, D, = vértices. — 
| Puntos de la elipse más lejanos 


y más cercanos al centro 
Secante.—Recta que corta 
“a la elipse en dos puntos G y 

+ Mel segmento interior GH se 
denomina cuerda. 

É — Tamgente.—Recta que tie: 
e con la elipse un único pua- 
to T común (denominado tam- 

E bién punto doble); caso limite 
de secante. Es perpendicular a 

Figura rebatida y en proyección están del — Figura rebatida y en proyección están del la ticctri delos radio-vectores, 
lado opuesto del eje de rebatimiento. — — mismo lado del eje de rebatimiento. Diámetros conjugados El 


/ 
pe 


y TO. Las tangentes levantadas en los extremos de dif- 
La figura rebatida se ve cn dirección in- — La fura rebatida se ve en la misma di- os conjugados son paralelas 4 éstos, A cada diámetro le corresponde un único dilmetro 


versa con respecto a la proyección (seme- rección como cn la proyección, “conjugado y viceversa. Las cuerdas paralelas a los diámetros conjugados están cortadas por 
junte como una vista en un espejo). 2 éstos en los puntos medios de ells. (válido para todas las cónicas). 

Ventajas: Los dibujos mo resultan so- Ventajas: menor espacio necesario; vista Diámetros principales AB y CD. Diámetros que pasen por los vértices; diámetro. 
repuesto». directa; lineas más cortas. mayor AB y diámetro menor CD están perpendiculares ente sí, y también son conjugados. 
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cre 


1) Determinación de los puntos claves: 


3) Rebatimiento.— Supongamos que te 
emos dado el plano a: por su recta horizontal 
h y frontal £ y un punto O del plano, Tenemos 
que trazar una circunferencia con centro en O y 
radio y. Para ello vamos a rebatir el plano « 
“alrededor de la rec horizontal rebatendo el 
punto O, centro de la circunferencia, Ea la pro- 
yección rebatida vamos a trazar la ciscúnféren- 
ia pedida y en ella parejas de diámetros perpen- 
'diculares entre sl, una pareja AB y CD(paralela 
a la recta horizontal)y otra EF y GH (paralela 
<a la dirección de la frontal rebatida £%) El dis- 
metro EP está sobre la frontal que pasa por el 
centro de la circunferencia. Buscamos la pro- 
yección horizontal de aquela pareja de dis- 
metros que era paralela a la secta horizontal, 
AB y CD. 


'Obtendremos los diámetros principales de la 
elipse en proyección horizontal. 


Buscamos la progección vertical de aquella 
pareja de diámetros, paralela la dirección f:00- 
tal rebarida, obtendremos los diámetros KE y 
¡GH de la elipse en la proyección vertical, 


SÍ necestisemos hallar una tangente de la 
ciscunferencia buscariamos la tangente respec 
tiva en Ja proyección rebatida y después en l 
proyección horizontal y vertical. 


») Diámetros principales (por geome- 
ria).—En este caso vamos a obtener los diáme- 
tros principales de la elipse basándonos en sus 
propiedades gcomérricas. 

Tenemos los mismos datos como en el caso 


Por el punto O trazaremos wma recta horizon= 
tal y una recta frontal del plano respectivamente; 
colocaremos sobre la horizontal Bel diámetro 
de la circunferencia, el cual en la proyección 
horizontal se proyectará en su verdadero tama 
Bo. Obtenemos ast los puntos A y B, 

Lo mismo hacemos sobre la recta frontal 
obteniendo así los puntos E y Fo 
¿ El segmento AB? cx el diámetro máximo de 
“la elipse en proyección horizontal, ya que es el 
Único que no ha disminuido su tamaño con 
respecto a la circunferencia, De esta forma he- 
mos obtenido en la proyección horizontal el 
diámetro principal AMB" y un pumo E”, del 
cual sabemos que está sobre la elípue 

Basándonos en el procedimiento ade pape- 
lito» o «de tres puntos», descrito más tarde, po- 
demos obtener el diámetro menor; tendrá la 
dirección perpendicular a la recta "y pasará 
pOr el pumo 0%. 

Tomemos el radio de la circunferencia (igual 
Al semieje de la elipse) y tracemos un arco de 
circunferencia con Centro en E* hasta cortar el 
futuro eje menor, obteniendo así el punto M. 


Unimos E* con M. El segmento E*N, com- 

rendido entre el punto de la elipse E* y el je 

mayor, es igual al semieje menor. Colocando 

nte sobre la direción del eje menor se obtienen 

los puntos C* y DP, 

Un procedimiento análogo se puede segui 

en la proyección vertical, utilizando como eje 

1 el segmento EF? y un punto de la 


Obteniendo así G* y H”, diámetro menor de 
alipae en la proyección vertical. 

y Para llar el tamaño del semieje menor se 
"tilizar también el procedimiento de des 
homología. (Véase página 113). 


ATEN 
Nooo 

ATA 
A 
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Casos particulares: 


Circunferencia en un plano de canto.— 
Proyección vertical: La circunferencia se ve co- 
mo el segmento de recta EYF* igual al diámetro 
de la ciccunferencia. 

Proyección horizontal: La circunferencia se 
proyecta según elipse, con eje mayor AYB* ho 
Fizontal y menor B*FS, perpendicular al anteior; 


Nora: 


Para plano vertical el procedimiento es a la 


Circunferencia en un plano paralelo a la 
linea de tierra. —La circunferencia se proyeo- 
tará como una elipse con el eje mayor AB par 
ralelo al eje x y con tamaño del diámetro de la 
ircunferencia. 

El eje menor CD será perpendicular al AB; 
se obtiene al determinar el verdadero tamaño 
del segmento acbitrario OM por el triángulo. 
de rebatimiento y después de colocar sobre él 
el radio OC hallar las proyecciones C* (CHO 
«es paralelo al je x) y C (la diferencia de altura 
entre lcentro O y el punto C es igual a CAC") 


+) Diámetros conjugados.—Para obtener 
la proyección de una circunferencia o de una 
elipse mo siempre es necesario conocer los dif» 
metros principales sino en geral basta con 
conocer los diámetros conjugados de la curva. 
Se llaman dos diámetros conjugados, AB y CD 
de una cónica, aquella pareja de diámetros, pa- 
xa los cuales se cumple que las tangentes a la 
curva en los extremos de un diámetro son par 
lelas al diámetro conjugado y viceversa. Los 
jes de tna elipse corresponden también a dif 
metros conjugados. 
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Como el paralelismo es una propiedad pro- 
yectiva, dos diámetros conjugados, en cualquier 
Proyección, se proyectarán otra vez como dos 
diámetros conjugados, De esa forma sí conoce» 
mos dos diámetros conjugados (por ejemplo: don 
“diámetros cualesquiera perpendiculares entre s, 
de una circunferencia, o dos ejes de una clipse) 
en cualquier proyección cilíndrica, podemos de- 
terminar ctra vista de ellos y sabemos que se 
proyectarán otra vez como dos diámetros con- 


Jugados. (Se utiliza para determinar sombras, 
secciones planas, elípticas, ete). 
d) Determinación de los ejes prineipa- 


les conociendo diámetros conjugados: A—3. 
y C—D.—Hallamos el circulo homólogo com 
centro común a la elipse y radio igual al semi- 
diámetro OA conocido, En el centro O levanta» 
mos una perpendicular a este diámetro A — E 
y deserminamos el punto C* sobre ella y el cr- 
<ulo anterior, siendo OA = OC”: 


Unimos G don €* que corresponde a la di- 
Fa A 


Determinamos el punto M centro del seg 
mento C— Cr 


Construimos una circunferencia con centro 
en M que pase por el punto O, centro de la 
elipse, 


La intersección N y N' de esta circunferencia 
con la línea CC* determina los puntos, por donde. 
pasan los diámetros principales. La distancia 
NC 2 = semidiámerro mayor, se levanta 
sobre la recta ON, obteniéndose los vértices X y 
X' de la elipse. La distancia CN — b = semi- 
diámetro menor, se levanta sobre la recta ON', 
obteniéndose los véruces Y e Y" de la elipae. 

£) O besándose en homología (véase págt- 
ma 160) 
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2) Dibujo de elipse propiamente dichas 


fnición de la elipse que la suma de las distan 
cias de un punto cualquiera de la elipse a Jos 
focos es constante e igual al eje mayor. Sean A 
y Bos vértices del eje mayor de una elipse, Ej 
Fr los focos. 


Se toma un punto entre A y B, el punto M. 


racemos un arco con radio AM y centro 


en E, 


Y to arco «on radio BM y con centro ca 
«Loto foco Es evidente quel suma AM + 
MB — EP PE, — AD; luego e puno Y 
pertenece ala cae. Subdividendo el segmento 
AB lo suficiente, se obriene tantos puntos 
cuanto se desea. 


b) Procedimiento de eliprógrafo, de 
«tres puntos» o de «papelito», conociendo 
los ejes principales. Se puede: demostrar 
analíticamente que moviendo un segmento de 
recta, sobre el cual están colocados tres puntos 
M, A, B, de tal forma que el punto A esté 
siempre sobre una secta y el punto IB. sobre 
tra recta, perpendicular a la primera, el tercer 
puato M describe una elipse, siendo AM un 
semieje y WM otro. 


Este procedimiento se puede utilizar al di- 
bujar una elipse colocando Tos semiejes sobre 
el borde de un papel y moviendo éste detal for- 
ma que los puntos A y B se conserven siempre 
sobre los ejes (ver fig) y anotando varias posi- 
ciones que ocupa el punto M. 


AÑ = semieje menor y el punto A se mueve 
siempre pobre el eje mayor y BM — semieje 
mayos y se mueve siempre sobre el eje menor, 


<) Procedimiento de «tres puntos» o ade 
papelito», Conociendo los diámetros con- 
Jugados.—De forma semejante a la anterior 
anotamos sobre el borde de un papel los seg 
mentos AMB (según el dibujo al lado). m 
BM — semidiámetro O 1.b = MA = distancia 
del extremo 2 del diámetro 2 — 2" a su diámetro. 
conjugado 1-1. 

Moviendo el segmento AMB de tal focm 
que A se conserve sobre el dimerro | — 1" y B 
sobre la linea BO, el punto M describe la elipse 


correspondiente a los diámetros conjugados 
11527 


9) Por circulos osculatorios. — Cada cur- 
va tiene en un punto cierto radio de cuevatura, 
En este punto la curva se asemeja a una ciecun= 
ferencia con radio igual al de curvatura de la 
lnea respectiva. Vamos a determinar el radio 
de curvatura de una elipse en los vértices de 
us difmtros principales. 

“Tenemos los diámetros principales de una 
elipse AB y CD, El centro de la elipse est 
nO. Tomemos el segmento AO (semieje mayor) 

y descríbamos un arco de circunferencia con 
entro en Cy radio AO (semieje mayor)¿descri 
bamos otro arco de circunferencia con el centro 
tn el extremo del eje mayor A, y radio CO (se- 
Amieje menor). Tracemos el eje radical p (recta 
Que pasa por la intersección K y L de dos cir- 
'eunfercacias) de los dos arcos. Éste nos cortará 
Alas rectas AB y CD según puntos M y N res- 

¡pectivamente. 

Batos puntos son los centros de los circulos 

os de radio AM y CN respectivamen 

Por simetría se pueden obtener los. pumsos 
ym 

¡Se puede observar que se obtienen cuatro 
de circunferencia, los cuales se asemejan 

la elipse y que conservan siempre. 


a 
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una abercura cnt sl Para trazar la elipe basta 
«con unirlos arcos con una plantilla, la cual debe 
ser tangente a la vez a ambos arcos. Este proce- 
dimiento resulta see tanto más exacto cuanto. 
menor es la excentsiióad. A medida que los 
semiejes tienden a igualarse hasta llegar al ex- 
útsemo de que la excentricidad sca igual a coro, 
los cuatro arcos tienden a unir, hasta obte- 
nerse una ciecunferencia única, las aberturas 
ntue los arcos desaparecen. Cuando la excen- 
ricidad crec, la abertura ente os arcos aumen- 
ta y el trazado de la elipse se hace más inexacto. 


+) Por los diámetros conjugados y tan- 
gentes. —La elipse y la cureanferencia son dos 
Miguras homólogas emtre sl. Por consiguiente, a 
dos diámmesos conjugados de una elipse corres 
ponden dos diámezos conjugados de una cir 
conferencia, los cuales deben ser perpendicu- 
lares entre sí 

Tenemos dos diámetros conjugados AB y 
CD de una elipse, a ellos corresponden dos 
dilemetros conjugados de una circunferencia 
AB" y CD. Vamos a trazar las tangentes ca. 
los extremos de los diámetros conjugados. Ob- 
tenemos un paralelogramo para la elipse y un 
cusárado para la circunferencia, La curva es- 
vará inscrita dentro de estos paralelogramos. 
“Tenemos cuatro teagentes a la curva y va- 
mos a buscar otras cuatro. Si giramos en 
«dibujo de la circunferencia el cuadrado de 45" 
obtenemos los vértices E, F, G', E y otras 
«ustro tangentes a la curva.-Es evidente que 
“a estas cuatro tangentes de la circunferencia 


semidiagonal del cuadrado anterior. Por con- 
siguiente la relación OA OE =1: Y 2 Esta 


relación se conservará en cualquier proyección 
«ilindricn, Por consiguiente la relación 


RO:EO=1:V2 


o ses, la de un lado de un cuadrado a su día- 5, 
goal. 

Para obtenerlos puntos E y G determinamos 
ns diagonales delos cuadrados de lados AO y CO 
y colocámoslos sobre los segmentos AO y CO 
respectivamente, La distancia BO FO y GO 
HO. De esta forma se obtienen cuatro muevas 
rangentes: EG, GF, FH, HE de la elipse. Los 
puntos de tangencia 1, 2,3, , se obtienen, bus 
cando la intersección de la diagonal del primer 
paralelogramo con el segundo o trazando diá- 
metros paralelos al segundo paralelogramo. 


Por supuesto que los difmetros principales 
corresponden también a pareja de diámetros 
conjugados. 


£) Por diámetros conjugados e inter- 
sección. —Se divide el semidiámetro OA y la 
tangente OT, ambos en m partes iguales. Se 
“unen estas divisiones con los vértices del dí 
metro conjugado B' y B respectivamente. 

Los puntos de corte de estas secantes, empe- 
“zando desde el mismo vértice A, corresponden 
a la elipse. 


homóloga a una circunferencia, cuyo diámetro 
es igual aleje mayor de la elipse ya ota circun- 
ferencia, con diámeno igual al eje menor de la 
"Trazando wn radio, en el corte A con el cfrcu- 
lo menor se dibuja una paralela al eje menor < 
igualmente en B, una paralela aleje mayor. El 
punto IP está en el corte de ambas paralelas. 
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Aplicación práctica de las 
la elípie como proyección 


Observaciones u la proyección diédrica 
de la circunferencia. 


1) Las tangentes de perfil de las elipses 
deben ser comunes a ambas elipses. 


2) Las elípses de ambas proyecciones deben. 
tener igual eje mayor. 


"propledados proyectivas en el dibujo donde Interviene 


1) Determinación del centro de elipa 
dibujada, —Se trazan dos secantes paralcias a 
y D y se buscan los puntos medios A y B de sue 
cuerdas, obteniéndose aa el diámetro AB. 

El centro O está en el punto medio 4 dif- 
metro. 


2) Determinación de diámetros prin- 
<ipales de la elipse dibujada. Se determ na 
el centro como descrito en el artículo anterior. 
Luego se traza una circunferencia que cortará 
a la elipse en puntos MNPQ que forman un 
rectángulo, Los diámetros principales pasarán 
por el centro y serán paralelos a los lados MN y. 
PQ respectivamente, 


3) Determinación del punto de tangen- 
sia entre la tangente y una elipse. Supon 
amos gue conocemos una elipse y desde «l 
puno R. hemos trazado una tangente £ a ela, 
Para poder determinar el punto de tangencia 
con cieta exactitud, utilizaremos lg condición 
de los dilmetros conjugado. 

Trszamos dos secantes a y lo paralelas a la 
tangente £. Los puntos medios A y B. de las 
verdas MN y PQ determiaan el diámetro com. 
Jugado coma dirección dela tangente. El pumto 
T sobre ete diámetro es el punto de tangencia. 
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4) Determinación de tangente en cierto 
punto «Th de la elipse.—Se traza el diámero. 
TO y luego la secante paralela a él, AB. 

EX diámetro conjugado a TO pasará por O y 
por el puato C, punto medio de la cuerda AB. 
La tangente pedida t debe ser paralela al diá- 
metro OC. 


5) Construcción de rectas perpendicu- 
lares en un plano por medio de direcciones. 
conjugadas.— Supongamos que conocemos la 
proyección de una circunferencia en un plano 
y queremos construie un rectángulo coplanar 
con ella con un lado sobre a. (Para dibujar 


croquis, etc). 


Dibajamos un diámetro MN cualquiera de 
la elipse; decerminamos el pueto P sobre la 
elige; siendo MP pacalelo ala dirección dada a. 


La recta PN será perpendicalar a PM co 


virtud del teorema de los ángulos inscritos en 
una circunferencia. 
Igualmente podemos trazac la 
tangente con la dirección de a; 
el diámetro TO que pasa por el 


punto de tengencia T. debe ser 
perpendicular a esta tangente £. 


Propledades de la elipse: 

Los radio vectores (las uniones. de cualquier 
punto T de la elipse con los focos de la misma) 
forman ángulos iguales con la tangente levanta- 
da en este punto Ta 
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SÓLIDOS 


En el espacio existen muchos tipos de sólidos, los cuales se podelan subdividic según 
us propiedades internas y según la superficie que los envuelve. 


POLIEDROS 


Son aquellos sólidos que tienen todas sus caras planas y que a la vez se subdividen en: 
A) Geométricamente definidos. B) Geométricamente no definidos, 


A) Geométricamente definidos. — 

4) Poliedros regulares,—Son aquellos que 
ienen todas las caras, arstas, ángulos, etc. gua 
les entre sl. 

Existen cinco poliedros regulares: 


O Tetrciro 
: Pe 
f Seti 
Dades 
pea 
» b) Pirámides y prismas: (Poliedros ra- 
pd 


PRISMA dias) 


>» La ride. —Es un sólido que tiene un 
vértice, al que convergen, las aístas longitudi- 
, males y una base, 
Ex prisma. —Tiene todas las aristas longitu- 
CUERO RECTO CUERPO RECTO — dinales paralelas entre sl (cs un Caso particular 


de pirámide cuando el vértice se desplaza en 
el infinito) y dos bases. 


hi SES "apta y pta ptes [33 
AA A 


altura del sólido; el eje pasa por el centro de 
CUERPO OBLICUO CUERPO OBLICUO — Gravedad de la base, 
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En una pirámide (prisma) recta, la bae es 
regular o irregular y la pirámide (prisma) se 
denomina en este caso regular o irregular, 
respectivamente. 


OrrozoRo. 
Prisma recto con base rectangular (se denomi- 
a también paralelepípedo recto). 
Tiene 12 aristas que son paralelas u ortogo- 
males entre slo 


e) Partes de los sólidos anteriores. 


PIRÁMIDE TRUNCADA: (recta 1 oblicua). 
Condición: 

Las aristas longitudinales convergen en un 
punto. 


Prisba TRUNCADO, 
Condición: 


Las aristas longitudinales son paralelas n= 
tre sl 


PrissaroroE. 
Condición: 
Las dos bases son paralelas entre sl 
VISA +A AS 
cade Hara 
Am dr de Dase inerior 
Aa = da de base media 
Aa hn de bare superior 
Cuga. 
e. 
B) Poliedros geométricamente indefi- 
¡Que no tienen ninguna regularidad 


miramos 
REGULAR 


mamo 
IRREGULAR 
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2) Superficie alabeada.—Es, por definición, una superficie reglada, donde dos genc- 
rurices rectas, consecutivas no son paralela, ni se cortan. Su contorno corresponde a una 
1. CUERPOS REDONDOS 
MOCEn linea curva (8 menos que coincida precisamente con una de sus generatices rectas). 
Definiciones: 


1) Generatriz.—Linea que se mueve de acuerdo con ciertas condiciones y cuyo lugar 


eométrco forma cierta superficie. 


3) Directriz.—Línea recta o curva sobre la cual se apoya continuamente Ja generatriz. 


3) Director.—Plano, al cual son paralelas las generatrices, 


4) Eje de revolución. — Lines alrededor de la cual rota la generatriz. 


5) Eje de simetría. —Lines con respecto ala cual el cuerpo es simétrico. 
Este grupo de sólidos lo podríamos subdividir en: 


A) Geométricamente definidos. 
B) Geométricamente no definidos. 


EX primer grupo, o sea, los geométricamente definidos, los podemos subdividir según 
la generatriz cuyo movimiento produjo la superficie del sólido: 
3) Con superficies regladas. —Cuando la generatriz movida es una línea recta y que 


A B-- 
df. 
A B-—— 


1) Desarrollable. 
2) Alabeadas. 


1) Los desarrollables som. —El cono y el 
CILINDRO (análogos a la pirámide y prisma) y 
pueden ser: rectos (cl eje es perpendicular a 
la base y pasa por su centro) y oblicuos. 


El cono y el cilindro recto pueden ser de 
revolución cuando su base es una circunfe- 
rencia o mo de revolución, cuando tienca por 
ase una clipse, parábola o una curva en general. 


El cono y cilindro CUADRICO tiene por 
sección plana siempre una curva de segundo 
rado (una cónica) 


Condiciones: 
1) Las directrices mo pueden estar coplanares (cortarse o ser paralelas). 
2) La directriz no puede estar en el plano director, ni ser paralela a él. 


Formas de generar superficies alabcadas: 


1) Moviendo la generatriz secta de tal for» 
ma que esté paralela al plano dizector y se apoye. 
en dos directrices que ni se corten ni sean pas 
ralels. (Cilindroide, conoide, parabolcide hi- 
perbólico). 


2) Moviendo la generatcz recta que se apo- 
ya sobre una directriz espacial y cuya dirección 
corresponda a cierta condición. (Helicoide) 


3) Moviendo la generatriz reca que se y 
ya constantemente sobre t1es directrices que ni 
>e corten ni sean paralelas (Riperboloide elip- 
tico) 

Algunas superficies alabcadas típicas son 
Simplemente regladas: Por cada punto pasa 
"na generatrz recta. 


Cauinono1DE —Generatriz recta que se apoya. 
sobre dos directrices curvas y es paralela a un 
plano director 


Coxorok (recto u oblicuo).- Generatriz recta 
paralela al plano director, que se apoya sobre 
na directriz recta y otra curva. 


Huacotoz (recto u oblicuo).--Generatiz rec» 
ta que se apoya sobre una hélice cónica o ciln- 
tica y forma ángulo constante con ella o con 


un plano. 


pecto 
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Doblemente regladas. Superficies, donde 
por cada punto pasan dos generstrices rectas: 

HirERBOLOIOE DE REvOLUCIÓN (de una hoja). — 
Generatriz recta que gira alrededor de una di- 
tectsiz mo paralela y no concurrente a ella, o 
También: generatriz recta que se apoya sobre 
dor directrices circulares, concéntricas, planas 
y forma ángulo constante con ellas. 

HirENBOLOIDE FLÍPTICO, —Generatrz recta 
que se apoya sobre tres directrices rectas y 
no concurrentes, 9 también, generatriz recta 
que se apoya sobre dos directrices elipticas, 
Paralela, concéntrics y forma ángulo constante 
com ellas, 

PARABOLOIOE. MIPERBÓLICO, —Generatriz rec 
a que se apoya sobre dos directrices rectas no. 
concurrentes estando paralela al plano director» 

Existe siempre otro plano director, que es 
paralelo a las directrices de la primera trama 
de generatrices, 

Las generatrices correspondiente a la segun 
da trama son paralelas a este plano director y se 
apoyan sobre directrices que pueden ser cuales- 
quiera dos generatrices de la primera trama. 

Si los dos planos directores son perpendicu- 
lares entre si, el hiperboloide es simétrico al- 
rededor de un eje que es paralelo ala imersec- 
ción de ambos planos directores y pasa por 
el punto de corte de las perpendiculares comunes. 
* las parejas de las directrices respectivas. 

El parabolcide hiperbólico es una superficie 
muy usada en la construcción de techos, obras 
hidráulicas, canales, muros de sostenimiento, 
taludes, ete 

Con frecuencia se define también como un 
«uadeiltero alabeado, (no plano) cuyos lados no 
concurrentes corresponden a las directrices de 
cada trama, o sea, que los planos directores son 
paralelos a estos lados mo concurrentes respec 
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'Nota: S: conoce también bajo el nombre Hiperboloide parabólico, Véxse además capírulo 
Cuádricas 


b) Con superficies de doble curvatura (no regladas). —Sobre estas superficies no se 
puede trazar lineas rectas, están producidas por movimiento de generatrice curvas. 


1) Sólidos de revolución: Generariz curva que rota alrededor de un eje, 


Exarsore.—Generatriz elíptica gira alredo- 
dor de uno de sus ejes. 


PARABOLOIDE.—Generatriz parabólica, gira al- 
rededor de su eje. 


HirexmoLoros (de dos hojas) —Generatriz 
hiperbólica gira alrededor de su eje real (el que 
la corta) 


Tono 0 ANILLO, —Generatriz circular o elip= 
tica gira alrededor de una recta coplanar que 
está fuera de ea. 


“Poza: Circular, hiperbólica, epica, ec. 


PLACA DE CANTO TOROIDAL: 


2) Sólidos que mo son de revolución 


EsriraL.—Generariz circular o elipica se 
desplaza según una hélice. 
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Partes de la superficie esférica: 
Muse esférica: Superf esfrica comprendía 
diremos dos semicicunferencas máximas. 
“Casquero esférico: Superficie esfrica limitada 
por dm plano. 5. + plao, pas por el centro de 

talon se denomina hemisferto. 

Zona esférica. Supero esférica limitada por 
dos planos paralelos. Sa 
“Trlámgulo esférico; Seccsón producida 
supere de a esfera por un ted, cayo vénice 
en a cena de la ser. 


See 
ISE 
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PROYECCIÓN DE SÓLIDOS 


Poliedros. —Se representan todas Js astas, 
ea, uniones delos distintos vértices en general 
(de acuerdo con su visibilidad respectiva). 


Sólidos redondos.—Se representan las lle 
neas correspondientes al contorno aparente del 
Sólido, además, todas aquellas líneas que corres= 
ponden a la parte más ancha 0 angosta del sóli- 


o. a su sección con un plano (bases del sótido, 
etcétera), 


Sólidos de revolución.—Se representan 
las mismas líneas como descritas en sólidos 
redondos, 


Demmacionas: 
Eje = eje de rotación del sólido. 
Polo — el síio donde el eje penetra el elido. 


Generatriz — línea que al rotar alrededor 
del eje genera el sólido. 


Meriálano = linea sobre la «superfície del 
sólido, que une los polos, más corta y plana. 


Paralelo = ciecunferencia sobre la superficie 
del sólido, en un plano perpendicular al eje. 


Ecuador = el paralelo de mayor diámetro. 


Garganta (cuello) = el paralelo de menor 
Allmmetro. 
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PUNTO SITUADO SOBRE LA SUPERFICIE DEL SÓLIDO 


Polledros.—El punto se determioa de tal 
forma, que esté sobre su cara (a cara es 
plana) 


Sólidos reglados.--El punto se determina 
¿e manera que esté sobre su generatiz recta eo 
“sus respectivas proyecciones. 


Sólidos de revolución. —El punto debe es- 
var ¡obre un paralelo en sus proyecciones res- 
pestivas. 


Sólidos redondos en general.—Se deter- 
mina una sección plana del sólido (a más con- 
veniente en cada cas0) y se fija el punto sobre 
sta sección plana. 


Visibilidad.—La visibilidad de las buses de 
los sólidos radiales (pirámides, conos, prismas 
y cilindros) se puede determinar según dirección 
e su eje, viéndose en una proyección una sola 
"aso, aquella que es más cercana al observador 
(en la proyección comparable). 
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PROYECCIÓN DE LOS POLIEDROS REGULARES 
PROPIEDADES GENERALES 


Observación. —El estudio de los poliedros regulares en Geometría Descriptiva tiene por 
objeto, en primer lugar, enseñar a visualizar los sólidos en el espacio, y en segundo, usar 
los elementos constructivos aprendidos anteriormente (paralelismo, perpendicularidad, dis 
tancias, etc) 

TETRAEDRO REGULAR 


Caras: 4 — triángulos equilteros. 
Vértices: 4—a cada uno concurren tres 
Aristas: 6 — aristas opuestas, son ortogons- 

les entre sl 
Sección principal: 6 — tormadas por uns 

arista y el punto medio de la arista opussta — 


El como de gravedad N de la cara AC. 
a altura NO del seteedoo 
Eo O de le cea lacra y ceca a 


Construcción de la sección principal del te- 
tracdro de arista a: 

1) Determinar el triángulo equiltero ABC 
y la altura de él 

2) Determinar el triángulo isóaceles ADM. 
construido con un lado a y dos lados h; la altura 
del reracdro x es la altura DN del triángulo 
ADM (bajada al lado ho), 
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Tetracdro regular en posición general. —La mayoria de los problemas de este tipo 3e 
Puede resolver de dos maneras: 

1) Proceso indirecto: por medio de cambio de plano, de giro o de rebatimiento, llevar el 
sólido a una posición antes mencionada, construirlo de ácuerdo con los datos, y después, 
devolverlo a su sitio inicial, 

2), Proceso directo: construir el sólido de acuerdo con las exigencias del pcoblema y de 
cuerdo con las propiedades del sólido. 


3) Construir un tetraedro regular que 
tenga un vértice A y una arista sobre la 
pote 


Márooo 1xornacro: 
Rebatir el plano Am, construir un triángulo 
"equilátero con vértice ea A y un lado sobre mm. 
Determinar la altura del tetacdro correspon- á 
lenta; elevar la perpendicular en el centro y 
Maz el cuerto vértice. 


*! MéroDo pinscro: 
Il tamaño del tetracdro depende de la menor 
dlatancia del punto A a la recta m (que es la 
de la caca del tetracdro), 
Luego: por el punto A levantamos plano per- 
lar ala recta m. 
Determinamos el punto M intersección de 
sega m con el plano perpendicular. 
Málamos el verdadero tamaño AM 
Obtenemos aparte el tamaño correspondiente 
temilado de un triángulo equiltero de altu- 
» 
Bor la recta ma; a partir de M llevamos estos 
encontrando as los vértices E y C, 
Determinamos el centro de gravedad N del 
ABG (corte de las medianas, es pro- 
proyectiva) y en él levantamos perpen- 
al plano ABC. Determinamos aparte 
del tersedro x que colocamos sobre 
perpendicular, obteniendo el vértice D. 
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TETRARDRO REGULAR EN POSICION PARTICULAR 


CARA HORIZONTAL 


DESCRIPCIÓN DE LAS POSICIONES PARTICULARES DEL 
TETRAEDRO REGULAR 
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NOTA: 1) Javiiendo la condición correspondiente a los planos verda! y horizontal, respec» 
tivmente, la proyeción borrosa! se conviene en a proyedción vertical, y viceversa. (Igualmente 
para dl cubo, página 132, y ocuedeo, página 138. 

7) P.M. = Proyección horisooal; P. Y. = Proyección venical. 

3) Para la obtención de los dibujos en las púgias 128, 132 y 138, »e puede suponer que en ls 
posiciones sl y xd e gra aledor de un eje venical y en as pociones 2 lrdor de ua ee 


pa 
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TUDIO DE 


10. 


b) Construir un tetracdro regular que 
tenga una arista AB y una cara en el plano 
ABR 

MéroDO IxoImacro: 

Rebatir el plano ABR, construir el triángulo 
ABC y continuar como cn el ejemplo anterior. 
MéroDO prrrcro: 
Determinar el punte medio M del segmento 
AB; en el punto M levantar un plano perpen- 
cular P a la recta AB; en este plano debe estar 
el vértice Ca el cual debe estar también en el 
plano ABR. dado. 

Por esta razón determinamos la intersección 4 
entre el plano P y ABR = a, sobre esta recta 4 
estará el vértice O. 
Determinamos el verdadero tamaño AB y 
aparte construimos un triángulo equilátero com 
lado = AB y su altora ho 

Esta altura h la llevamos sobre la recta $2 
parir de M, obteniendo el vértice C. 

Para determinar D se procede como en el 
ejemplo anterior. 


<) Construir un tetraedro regular que 
tenga vértices A y E dados, vértice C en el 

plano horizontal de altura 0 y vértice D 
encima del plano ABC: 

Se conoce el tamaño de AB, ve constraye el 
tridagulo de rebatimiento para AC: verdadero 
tamaño — ÁB; Az — altura de C y se obtiene 
«l tamaño correspondiente a la proyección ho- 
rizontal del segmento AC. Lo mismo se hace 
con la arista BC, verdadero tamaño — AB; 
Ax = altura de Ba 
vértice C debe distar de A y de 1, las dis 
tancias determinadas están en el corte de las 
circunferencias de radio AC* y BC”. 

El vértice D se obtiene como ea los ejemplos. 


laz caras (o 200 paralelas u ortogonales entres) 
Diagonales mayores.—4 diagonales inter- A 


Cowrmxr.—2 aristas opuestas (AE y CG), 


2 diagonales menores (AC y EG), 
2 diagonales mayores (EC y AG) y el conto 
del cano O. 
ri = radio de esfera inscrita en el cubo 
ERA 


Nora: 


En los problemas correspondientes a los po- 
ledros regulares es a veces muy ventajoso usar 
la esemejanzas (homotetia). 

“Asi, por ejemplo, conociendo la diagonal del 
cubo 4 para conocer su arista se puede deter- 
minar la sección principal de un cubo de arista 
“cualquiera m, obteniéndose así la diagonal 4; 
aboca bien, 2 una diagonal más larga (4 le 
corresponderá una aísta (a) proporcionalmente 
más largas a todas las distancias (y — y, etc). 


192 


HARRY OSERS 


CUBO EN POSICION PARTICULAR 


SECCION PRINCIPAL FRONTAL. 


DIAGONAL MAYOR VERTICAL 
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DESCRIPCIÓN DE LAS POSICIONES PARTICULARES DEL CUBO. 
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Ea posición general: 


3) Construir un cubo que tenga un vér 
tee en el punto A y la diagonal de la cara 
que contiene este vértice sobre la recta 1. 


Este ejemplo es análogo al ejemplo (a) del 
retraedro y se resuelve de una forma semejante, 
pero aplicando las relaciones correspondientes 
al cubo. 


Determinar la menor distancia AM del punto 
A a la recta ma (Jcvantando pleno perpendicular 
“a a recta mu que pasa por A y buscando la iner- 
sección M de la recta con dicho plano). 


Determinar el verdadero tamaño de AM y 
colocar ésta sobre las rectas mm y AM, a partir 
del punto Mi; se obriene así los vértices BCD.. 


Determinar el tamaño de arista correspondicn- 
ve a la semidiagonal de la cara AM. 


Levantar recta perpendicular al pleno Am 
en los vértices ABCD y colocar sobre elos el 
tamaño de la ariste AB, obreniendo los vértices 
EFGH (hay solución hacia arriba y hacia abajo 
del plano Am). 


b). Construir un cubo que tenga una 
diagonal de la cara AC y una cara en el 
plano ACR: 


Primera parte del problema es análoga al 
ejemplo (9) del tetraedro y la segunda parte 
al ejemplo (a) del cubo. 


<) Construlf un cubo que tenga un 
vértice A y la diagonal mayor sobre la 
recta mi 


El tamaño del cubo depende de la distancia 
que hay entre A y la recta m, Juego determina- 
mos la menor distancia AF entre ells, leven- 
tando plano perpendicular a la recta mm por el 
punto A y buscando la intersección entre elos. 


Determinamos el tamaño del aia del cubo 
correspondiente 4 eta distancia AP por propor- 


cionalidad con un cubo de arista a" y sección 
riocipal conocida, obteniéndoe: 
ME mm — aci del ato. 
a Y Ta diiancia del pumto P acia el vér- 
ce más cercano. 
CP 0132 Y Tn distancia del pueto P hacia el vtr 
ice más lejano. 


2 YT diagonal de a cara del bo. 
AY 3 o diagonal del cubo. 


Deserminamos los vérics E, G sobre la 
recta m de acuerdo con las distancias obtenidas 
«en el paso anterior, (Hay dos soluciones) 


Por paralelismo determinamos el vértice G 
de la sección principal AEGC. 


Para obtener los vérdics restantes basta con 
lovaotar perpendiculares p y q (a la sección 
principal) en los puntos medios de AC y EG 
respectivamente (centros de las caras), y colocar 
sobre ella las semidiagonale (a 
das en la figura donde aparece la seción prin- 
cipal en verdadero tamaño, determinándose nal 
los vértices, D y E, M, respectivamente 


Nora: 


Cuidado — las diagonales mayores del cubo. 
NO se cortan seg Ángulo reco. 
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A 


OCTAEDRO REGULAR 


Caras. —A— triángulos equiáteros; las caras 
opuestas son paralelas entre sl. 


Vértices.—6 — a cada uno concurren 4 


Aristas.—12 — perpendiculares, paralelas o 
formando ángulo de 50". 


Diagonales.—3 — perpendiculares entre sl, 
se cortan en el centro del octaedro, 


Sección diagonal.—3 — cuadrados de lado 
Igual ala arista del octaedro, ortogonales entre as 


Coxriz: 4 aristas parallas y perpendicu- 
lares entre s. 

2 diagonales (iguales y perpendiculares en- 
med 

El centro O del octaedro, 


Sección principal.—6 — rombos de lados 
iguales a la altura h del triángulo cquiltero de 
lado a; parejas perpendiculares entre ss 


Comu: 2 vértices opuestos A y Fs la dia- 
sonal AF del octaedro, AF =aVZ la dis- 
tancia MÍ — a entre dos aristas opuestas. 

El centro del octuedro O; 

m ato de la estra inscria = OP 
<= dio de da esla tmgence a acts OM 


yd 


Octacdro regular en posición general: 
Nora: 


Paca la construcción del octaedro, n veces 
conviene considerarlo como dos pickmides wni- 
das según sus bases cuadradas y de altura, cada 
una, igual a la semidiagonal, empezando la 
construcción precisamente con esta base (0 sec= 
ción diagonal). 


1) Construir un octaedro regular que 
tenga un vértice A y la diagonal sobre la 
recta m, análogo al ejemplo (a) del teraedro 
y cubo, 


Se determina primero la menor distancia AO 
del pueto A y la recta m (levantando plano per- 
pendicular y buscando la intersección), que co- 
responde a la semidiagonal. 


Catocando et distancia AO a ar dl punto 
O sobre la recta m y sobre AO se obies un 
cuadro ABCD. 


Levantando en O vna secta perpendicular al 
plano Am y colocando sobre ella también el 
tamaño de la semidiagonal se obrienen los vér- 
ces E y E y los proyecciones del octedro, 


») Comscralr un octacéro regular que 

teoga la diagonal AC y un vértice en el 

¿Plano ACRTel problema es análogo la prime- 

de ¡ra parte del ejemplo (D) del tetraedro y cubo 
¡y la segunda pare del ejemplo anterior) 
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OCAEDRO REGULAR EN POSICION PARTICULAR 


il 


DIAGONAL VERTICAL 


SECCION PRINCIPAL FRONTAL 


DESCRIPCIÓN DE LAS POSICIONES PARTICULARES DEL OCTAHDRO REGULAR 


> 
CARA HORIZONTAL 
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$) Comstrulr un octaedro regular que 
tenga un vértice A y la arista BC de la cara 
ABC, sobre la recta a. 


Se determina el punto M sobre la recta a. 
más cercano al vértice A, se construye el trián- 
galo equilátero ABC, una cara del futuro 00- 
tacdro y se halla cl centro de gravedad p de la 


(Semejante al ejemplo (a) del tetraedro re- 
gulas). 


Se construye la sección principal del octaedro. 
“en verdadero tamaño y se determina la distancia 
“OP (radio de la esfera inseit). 


En el punto P, se levanta una recta perpen- 
¿cular a la cara ABC, y sobre clla, a parir del 
punto P, se coloca la distancia UP obteniéndose 
st el centro O. (Hay dos soluciones.) 


Los vértices restantes D, E, E, están dia 
gonalmente opuestos a B, C, A, respectivas 
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4) Comstrulr un octaedro regular q 
tenga el centro O: una diagonal sobre 
recta OR; y una arista, no concurrente a 
la recta OR en el plano a. 


La arista AB debe estar en el plano a, pero 
también en el $ levantado en el puato O y per- 
pendicular a OR; luego estará sobre la recta Á, 
intersección de los planos y 6 


La menor distancia OM entre O y la recta 4 
Corresponde al tamaño de la semiarista (levan- 
tando plano y perpendicular a 4 por el punto Oy, 


Los vértices AB se obuenen colocando la 
distancia OM — 'a 8 sobre la recta 
de Mo 


parti 


Los vértices C y D son disgonalmente opues- 
101 4 A y B, respectivamente. 


Los vértices E y E se obtienen colocando 
obre la recta OR, dada, la semidiagona! (obre- 
Alda aparte) a parúr del punto O. 
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al ld A RESUMEN REFERENTE A LOS POLIEDROS REGULARES 
menor octacdro a 
que tenga los vértices opuestos sobre las cc 
rectas m y respectivamente, y cuyas aris- 1) Proyecciones posibles e imposibles.—Las propiedades de estos poliedos se 
tas scan paralelas a m. reflejan en sus proyecciones diédricas (ortogonales en general). As: 
z 3) Todas las caras del mismo polledro 


son regulares e iguales entre sí; luego 5e 
pueden inscribir cireunferencias de igual radio 


Se determina primero la menor distancia en- en sus caras. Estas circunferencias se proyec 
tre las rectas mm y n (ver capítulo correspondiente tarán como elipses inscritas en todas 
A perpendcul común) ena distancia correr. armo com el le mayor de todas Igual 
onde ala diagonal AF del octcdro b) La ortagonalidad entre las aristas, 


alturas o diagonales a curas o recciones del 

solido se debe conservar. El eje mayor de las 

elipses mencionadas en el párrafo anterior, tene. 

Los vértices BCDE, deben estar en un plano la dirección de las rectas características de las 

a perpendicular a AF (paralelo as rectas m y m) curas correspoodientes, la ortogonalidad se re- 

levantado en el punto O, medio de AF. Meja aún en la proyección entre las aristas, ete, 
y este eje mayor de las elipses. 


2) Poliedros regulares conjugados..—En total hay 5 poliedros regulares, que se 
Pueden, además, subdividir en tres grupos, tegún mus características: 


Se determina el verdadero tamaño de diagonal 
AF y de la semiarista correspondiente, y se la 
coloca sobre la recta paralela na" que pasa por O; 


btenitadone los puotos M y N; AMEN es una 
sección principal | ise bc os centros de las caras de un 
e los utiliza como vértices 
| para un mueve pollero, se obrene uno que es 
> onjugado al primero y corresponde al mismo 
se constr) y ¡Brupo. Así, al tetraedro le corresponde un tetrae- 
Igualmente en O ye recta perpen eo 

dicular pal plano AEMN y se coloca sobre ell ta lo del prime 
también las semiarstas, obteniéndose los. Subo un octacdro (con arista V/*/z del primero) 
pos e Y viceversa; y al dodecaedro el icosaedro. 


1 PyQ | 


“Construyendo el cuadrado (que se proyecta E mu secciones principales tienen el mismo ni 
¡somo paralelograroo) BCDE, cuyos puntos me- maro de vért 

¿ios de los lados son M, N, P, Q, se obrienen tudio de la esfera inscrita a uno es igual al 
ad dela circunscrita del otro. 
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3 Sección principal. —La sección principal del potedro regula es la sección que pasa 
por su CENTRO, VÉRTICE, PUNTO MEDIO DE ARISTA Y CENTRO DE LA CARA. 
Así en cta sección aparecen siempre los radios de las esfras circunscrita, tangente ls ari 
vas € nseit al polcdro correspondiente. 


-) rónlla parcici p cal a pl los e pl 
paa 
ban a eric 
S Sn que ps pu lu dl an 
Y ela dp ci 
uo peores ya acia 
Ds a pa 
pp 
a a cua 
Sci pependico4amn de vc 
as a o 
a a de VD 
a a 
ai e AS 
a e OA 
VE np pr puros ol 
E 


Ea el octaedro. 
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POLIEDROS REGULARES 
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DESARROLLABLES| 


CILINDRO DE REVOLUCIÓN 


Base. Dos circunferencia iguales con radio 
“igual al del cilindco. 

Generatrices.—Todas de igual longitud y 
paralelas entre sl 

Generatrices opuestas. — Son coplanares 
com el eje 

Eje.-—Paralelo a las generarices de igual lon- 
tud, une los centros de las bases. 

Altura — longitud. —Longitud de las ge- 
peratrices. 

Sección principal (axtal).- Contiene el eje 
y las centros de las bases del sólido (ABBA). 

Es un rectángulo con un lado igual al diáme- 
o del cilindro y otro a su longitud. 

Sección sencilla. - Cualquier sección pagar 
ela aleje del cilindro (CDD'C”, es un rectán- 
galo con wn lado menor que el diámetro y «tro 
gal a la altura del cilindro. 

Sección normal. — Circunferencia igual a la 
base. 

Sección en general.—Una elipse o partes 
de una elipse 

Plano tangente al cilindro.—Tiene direc- 
«ción del eje del cilindro y es tangente según una 
generatriz del mismo. 


Piano que toca al cilindro en un punto.— 
La base es tangente al plano, pero éxte no es 
paralelo al eje del sólido. p 

Cilindro equilátero.—Su sección principal 
ex un cuadrado, o sea, el diámetro del cilindro. 
es igual a su altora. 


Eje. Une los centros delas bases (si las hay) 
y 63 paralelo a las generarices. 

Sección axial (EFFE)— Paralelogramo 
que contiene el eje, diámerto de la base y dor 


Sección principal rectangular (ABBA) — 
Sección axial que es un rectángulo. Su inter- 
sección con el plano de la base es perpendicular 
al eje del sólido. 

Sección principal oblicua (CDD'C)— 
Sección axial, que es perpendicular a a base y 
la sección principal rectangular, Es un parale- 
logramo cuyos lados forman igual ángulo al que. 
forma el eje con la base del sólido, 


Sección normal.—Sección perpendicular al 
ele del cilindro si es una circunferencia, el 
dlindro corresponde a parte de uno de revo- 
ación. 

Sección antiparalela a otra.— Ambas 
forman iguales ángulos con el eje pero no 200 
paralelas eotre a; son Bguras iguales entre sl. 
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CONO DE REVOLUCIÓN 


Base —Circunferencia con radio igual ul radio 
del cono. 

Eje —Pasa por el centro de la base y es per 
pendiculas a ello. 

Vértice —Punto sobre el eje al que conca 
ren todas las generstrices, 
“Generatrices.—Todes de igual longirud y 
todas forman igual ángulo con el je. 
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CONO CUÁDRICO 


“Todas las secciones planas del cono cuádrico son curvas de segundo grado - cónicas 
Directriz. —Circunferencia, elipse, parábola o hipérbola, en general una CÓNICA. 
Base. —Sección del cono, coplanar con la directriz. 

Vértice (V).-- Punto al que concurren todas las generatrices. 

Eje (VO).—Une el vértice con el centro de la base. 

Eje principal (VQ). Bisecta el espacio entre la generatriz más corta y más larga, 
“Generatrices. Pasan por el vértice, pueden tener varias longitudes. 

Generntrices opuestas. -Coplanares con 


pra e 4 eje principal. y 
E A Las tangentes a una sección normal al eje 
principal, en los pies de generatrices opuestas, 


Astur Longitud del eje. 

Sección principal (axial) Contiene el eje, 
vértice, centro de la base y dos generatrices 
“opuestas. Es un triámgulo isónceles con base 
igual al diámenso y dos lados iguales a longitud. 
de ls generatrices 

Sección sencilla —Cualquier sección ques 
pasa por el vértice. 


son paralelas entre sí 

Sección central (EFV). Contiene el vértice 
y el centro O de la base del cono, 

Sección sencilla. —Pasa por el vértice Y, es 
un triángulo. 

Sección axial. -Contiene el eje principal 
vo 

Sección principal isóscetes (ABV).— Con- 
tiéne el eje principal VQ y las generarices tienen 


cin Cons Er 


a a plat ca pas TT 
do grado. Es paralelo ala inerscción entre el plano de a 
Plano tangente al cono—Contiene el vér- la base con al plano normal al je Sy 
ice. Es tangente según una genenatiz. Sección principal central (CDV).— Con- pa 
tene el je principal VQ y el centro O de la base, [ 
oyen orogonal Can EP E 
a a ale dano y la generariz más corta y más larga de como. 2 
ES A E 
sz O Sección mormal.—Es perpendicular al eje 
Cono doble—Las gencrarices se prolongan VO y du no pasa por el centro de ell, es una 
a PS be 
O AA feeción normal principal: Es perpen- 
od e de comgormo ss paran por | dirección del eje del cono: Si a partir del vértice dleular al eje principal VQ del cono, que pasa 
eric de ligas correspondiente 2 | ¿ue 1 base se ve en Proyección horizontal y sl po mu centro. 
e Pal al. 'R Blas na circunfecenci, el ono corresponde 


'4 parte de uno de revolución. 
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CONSTRUCCIÓN DE SÓLIDOS DESARROLLABLES 


- 


Constralr un cilindro de revolución con 
eje AB y punto M sobre la superficie del 
mismo: 


Para determinar el radio de dicho cilindro, 
hallamos Ja menor distancia del punto M al eje. 


Levantamos un pleno « perpendicular al eje 

Ay determino a intersección O del eje on 
ste plano ». La discia MO = x= ri del 
lindoo. 


Para construir las bases del cilindro levanta 
mos planos normales aleje en los puaros A y B 
y construimos circunferencias con centros en 
Ay B y radio igual a OM. 


dilmerro del cilindro corresponde al seg- 
mcato AB, el eje del mismo pasa por l punto 
medio O de AB, es paralelo a la generatriz AA” 
y tene la misa Jomgiad. 


“Construir un cilindro de revolución, tan- 
gente al plano a, cuya generstriz opuesta al 
plano tamgente corresponda al segmen- 
to AA: 


Se construye la sección principal del cilindro 
parando por el punto A una recta p perpen- 
¿cular al plano a y determinando el punto B in 
tersección de esta con el plano a. 


El deso del cilindro corresponde al se 
mento AB, el eje del mismo paa pr el punto 
medio O de AB, es paralelo a la generatriz AA” 
Y tene la misma Jomgd. 
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"Construir un cono de revolución tangente 
al plano a según la generatriz VA dada. 
El radio de la base está dado también: 


El centro C de la base debe estar en el plano 
B que contiene Ja gencrstriz y es perpendicular 
4 a; para obtener este plano $ basta levantar 
«en un punto de la generariz, por ejemplo A una 
recta perpendicular a a. 


Rebatiendo el plano $ podemos construir el 
triángulo VAC que es un triángulo rectángulo, 
del cual conocemos la hipotenusa VA y cateto 
AC = radio. 


Una vez determinado el centro C se cons 
truye la base circular y posteriormente el cono. 


Si el plano « es horizontal (Véwe ius 
tración), 
Arexción: 


CIA! m0 es el eje mayor de la elipse en pro- 
yocción (lo es CB?) 


(CA es el eje menor en P.M. 


Otra forma: De acuerdo con los datos, cons- 
iwal aparte la sección principal en verdadero 
y determinar el punto P sobre la gene- 

y más cercano al centro C de la base, 


el punto PP en proyección, levantar en 
perpendiculae al plano « y sobre ela 
4 el centro E 
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Constrale un cono de revolución, com vér- 
Hice Y y base en el plano a, con el punto A 
sobre la superficie del cono: 


Como el cono es de revolución, para deter 
minar el centro C de la base levantamos una 
recta p perpendicular al plano de la base que 
pasa por el vértice y hallamos su intersección 
con dicho plano, 

Para determinar cl radio de la base construimos. 
la generatriz VA y buscamos la intersección B 
de ella con el plano de la base. CI es el radio. 

La base es una circunferencia de centro € y 
radio CB. (Debe pasar por el punto B| 


Construir un cono de revolución, com 
vértice V y los puntos A, B y G sobre la su= 
perficie curva del mismo. El radio o la 
altura está dad: 


¡Como el cono es de revolución, todas las ge- 
neratrces deben tener igual longitud y formar 
igual ángulo con su eje 

"Al principio, construiremos un cono semejante 
al de la solución colocando igual segmento. 
sobre las generatrices VA, VB y YC. : 

La recta que pasa por V y es perpendicular 
al plano A'B'C es el eje del cono. La semisee- 
ción principal del cono semejante es VO'A'. La 
del cono de solución VO"A” será proporcional- 
mente más grande o más pequeña, según los 
danos. 


Construir un cono oblicuo, con base cir- 
cular en el plano o, vértice V y puntos 
A, B y € sobre la superficie del cono. 


Si os puetos A, B, C están sobre la superf 
die del cono, las rectas VA, VB, VC, son genera 
trices de dicho cono. Determinamos las inter- 
secciones M, N, P, de estas generatrices con el 
plano'a y construimos una circunferencia def- 
ide por estos puntos M, N, P. El cono tiene 
por base esta circunferencia. 
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PROYECCIÓN OBLICUA 


Ex una proyección donde los rayos proyectantes están paralelos entre í y forman vn 


Aulo obtuvo con el plano de proyección. 


De acuerdo con la posición del plano de proyección se denomina proyección oblicua fror— 
val, lateral, aérea o accidental con la dirección del plano frontal, lateral, horizontal o cualquiera 


respectivamente. 


PROYECCIÓN OBLICUA FRONTAL 


La proyección oblicua frontal. (También 
pempectiva caballera), es una proyección obicui 
donde el plano de proyección es frontal y los 
rayos de proyección forman un ángulo cualquie- 
ra con este plano frontal. Es el caso más wsado, 
y 8 veces se denomina simplemente proyección 
oblicua. 


Elementos de la proyección oblicua. — 
Para definir la proyección oblicua es necesario 
conocer el ángulo w bajo el cual se proyectan 
los ejes x — y Jos cuales en el espacio forman 
Ángulos rectos). 

E ángulo w corresponde al ángulo que focma. 
la proyección vertical del rayo com el eje x, varia 
entre O — 360", 


Como el plano de proyección es paralelo al 
plano frontal (xz,) los ejes x, x, se proyectan 
en verdadero tamaño. 


La coordenada y (profundidades) ve proyecta 
deformada, de acuerdo con la inclinación del 
rayo de proyección con respecto al plano frontal; 
en muldipllcada poc la cotangente del ángulo $ 
que forma al rayo con el plano frontal. 

“Hta ootangente se denomina usualmente el 
Modlalemta de reducción q,» 0 sencillamente 
por var usualmente menor que la unidad (1). 


dl 
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En la proyección oblicua se acostumbra usar: 


1) La representación (perspectiva) del obje- 
1o en el espacio A. 


2) La proyección horizontal del objeto A 


Para distinguir esta proyección de otras, se 
recomienda trazar una linea encima del nombre 
respectivo del objeto (A, AD, a, 23, exc). 


ResusiexDo: 


Datos de proyección oblicua frontal: 


Angulo tajo el cual se proyecta Jo ejes 


Qu = coficinte de reducción del eje y, Cosuat- 
EN 


Proyección oblicua del objeto (perspectiva). 


Proyección horizontal oblicua del objeto (los 
dos están sobre una líoea de referencia paralela 
dez) 


MÉTODOS PARA EL REPLANTEAMIENTO DE UN 
urros 
AQ, 


Directamente multiplicando cada coor- 
denada y (vuelo) por el coeficiente 


om 2 
MAS pudo q 2 
MA cota 


Usando escala sobre los ejes. - Constru- 
yendo el paralelepipedo de aristas iguales a 
las coordenadas correspondientes. 


Usando la cuadrícula en los planos M; 
V; L.—Se determina, de acuerdo con w y qu 
una cuadrícula con lado de una unidad en los 
planos H; V; L y después se replantea el puato, 
«complementando el paralelepipedo descrito antes. 


Usando el triángulo característico. —Se 
denomina triángulo característico el triángulo 
formado por dos lados, cuya relación corres- 
ponde al coeficiente de reducción q, y los cus- 
les don respectivamente paralelos al eje y y una 
Pespendicular al eje x. (Es en realidad el eje y 
en proyección ortogonal) 


Para obtener el triángulo característico se 
procede así: 


1) Se determina el eje y de acuerdo con el 
Angulo w. 


2) Se determina el eje y perpendicular 


3), De acuerdo con el valor de q se limitan 
los lados del tridagulo característico colocando. 
obre y el valor del mumerador y sobre y el del 
denomioador del coeficiente q. 


Para replantear el punto A (2 4; 3), anterior, 
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PROPIEDADES, USO, REPRESENTACIÓN Y VISIBILIDAD EN 
PROYECCIÓN OBLICUA 


Propledades. - La proyección oblicua es una proyección cilíndrica; e conservan en clla 
as propiedades proyectivas correspondientes a toda proyección cilíndrica como: 

Paralelismos Las rectas paralelas se proyectan paralelamente. 

Proporcionalidad: Segmentos proporcionales sobre una recta se proyectan en la misma 
proporción. 

"Diámetros conjugados: Se proyectan como diámetros conjugados, 

Piano frontal: Se proyecta en verdadero tamaño, ete. 

Uso.—La proyección oblicua ez muy usada cuando se quiere representar de una forma. 
más visual ciertos objetos, sólidos, muebles, piezas de máquinas, etc., conservando las pro- 
úpiedades antes mencionadas. No conviene usar la proyección oblicua para resolver problemas, 
donde hay que usar mediciones, perpendiculares, ec. 


En eta proyección se 
sar únicamente la proyección 
directa (persperiva) del objeto y suponerla 
como resultado, aunque la proyección oblicua 
horizontal del objeto es igualmente indispensa- 
le de conoces para poder dexerminar las alturas, 
visibilidad, esc. (ver dibujo del cubo, al lado). 


Visibilidad.—Se determina usando el mismo 
método como en la proyección ortogonal, 

El contorno aparente se vez de las demás 
rectas se ccogen dos rectas que se cruzan y 
se dcermina cuál de ella es más acelate, en el 
puewo de cruce, o sea, cuál de elos tiene mayor 
vuelo. 

a el dibujo del tetracdro la arista AI cs 
más adelante que la CD. 

Se acosmumbr a destacar la visioilidad única 
mente en la perspectiva del objeto. 


Observen la dependencia de la visibilidad del 
objeto de su proyección horizonte y de la disec- 
ión de la proyección del eje y, o sea del da 
o 
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Dirección de rayos. —El conjunto de los valores de w y q nos fijan en el espacio la direc 


ción del rayo de la proyección oblicua 


- > pe 


1 | 8 37 ao oca 437 con el pla 


ñ map 


O RrER vación 


UNE | rerpectiva técnica 


ST e sei 


(Mora: a algunos txt, el nombre de perpeclva caballera e ua paa toda proyeción oblcus foo 


TO 


158- 


HARRY OSBRS 


MÉTODOS DE CONSTRUCCIÓN 


1) INDIRECTO. — Triángulo caracte 
vistico.—Para determinar la proyección obli 
ua de algunos objetos conviene deerminas pi- 
mero su proyección horizontal ortogonal, de 
«lla derivar la proyección oblicua horizontal y 
“dcsputs, utilizando las alturas respectivas, de- 
verminas la proyección (pempeciva) del objeto. 

Observe que entre las proyecciones horizon- 
vales ortogonal y cbliua existe relación de ho- 
mologia, donde: 


eje de homplogía = eje x5 


tajo de homología = lado del triángulo ca- 
ractestico. 


Enmmrnos: 


4) Deserminar la proyeción oblicua de un 

etracdro regular que tenga arista AB y la 

ABC horizontal de altura 2 
Determinamos la proyección ortogonal ho- 

sizonal del tewracdr: (a dibujamos 

para destacar que se ve en verdadero tamaño). 


Por medio del triángulo característico derer- 
minamos la proyección oblicua horizontal de 
dicho tetraedeo. 

Determinamos la perípectiva del tetraedro. 
subiendo la altura 2 entre la cara y el plano ho- 
sizontal y la altura 2 + h para el vértice D 
sobre las lineas de referencia respectivas (h de- 
terminamos aparte). 


b) “De esta forma se podría construir oros 
sólidos como cubo (que tiene cara horizootal). 


<) O un octaedro regular con la sección 
diagonal horizontal 


2) DIRECTO.-Se puede observar que 
odas las iguras frontales (paralelas al plano x2) 
e conservan en este sistema de proyección en 
verdadero tamaño. 

Por esta razón, se puede construir os obje- 
tos, basdadose en las secciones frontales y las. 
relaciones internas de ello. 


EsmrLos: 


3) Construir un tetraedro regular que tiene 
la arista a y una sección principal frontal. 

La sección principal ADM se proyecta ea 
verdadero tamaño. 

La recta BC es paralela al ej y, los segmen- 
os BM, MC son iguales y dependen del valor q; 
AM no es necesariamente horizontal, 


B) Cubo con sección principal frontal. 
La sección frontal se proyecta en verdadero 
tamaño, 

Una diagonal de la cara es paralela al eje y 
y se disminuye de acuerdo con el valor q, 


e) Octacdro con sección principal fron- 
tal. La sección principal AMEN se proyecta 
en verdadero tamaño. 

Las semiaristas MB, ME, ND, NC son pa 
ralelas al eje y y vu tamaño depende de qu en 
el espacio son perpendiculares a la sección 
AMEN, 
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3) PROYECTIVO.-A continuación vere- 
mos cómo se proyectan los elementos básicos 
en la proyección oblicua: 


Punto en el plano: 


Lateral —L 
Horizomal — H 
Vertical — Y 


Recta en el plano: 


Recta paralela al plano: 


Lateral — 1 
Morizomal — la 
Vertical — 


latersección (trazas) de una recta con el 


planos 
Lateral —L 
Horizontal — H 


Intersección, trazas del plano ab: 
Traza lateral E 
Traza horizontal — ha 
Traza venia. £ 


Observe que la raza oizotal en la proyec 
ción disc y horizontal coinciden. 
El plano horizontal de proyeción equivale ul 
loo de coincidencia (análogo al segundo bs 
Hor en proyección ortogonal) ose, que cualquier 
punto que sl simado <a l plano oizotal 
Fene amis proyecciones en el mimo si. 


Rectas características del plano: 


Recta lateral. -(Tiene proyección horizon- 
tal paralela al eje y), 1 está en el plano ab; se 
corta con las rectas a y D, respectivamente. 


Recta horizontal. —Sus dos proyecciones 
on paralelas entre sí; se necesita primero deter- 
minas la traza horizontal del plano, a la cual la 
ucta h, pedida, debe ser paralela 


Recta frontal. —La proyección horizontal e 
Paralela al eje x; la recta £, pedida, además debe 
¡ortarse con las rectas , b que definen el plano, 


Porción de dos rectas: 


Rectas paralelas. -Se proyectan en las dor 
Proyecciones paralelamente; ab. 


Rectas que se cortan.—El punto de corte 
está sobre una línea de referencia (igual como 
en proyección ortogonal). 


Roctas que se cruzan, El punto de cruce 
m0 está sobre linea de referencia con el aparente 
dorte de la proyección horizontal (igual como 
en proyección ortogonal). 

Intersección de recta con plano.—La in- 
farsección de recta con un plano se determina 
de igual manera como en la proyección orto- 

(Wénse pág. 55), sen utilizando también 

reta tapada, bien sca en la proyección di- 

(perspectiva) o proyección horizontal 


7 
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REBATIMIENTO EN LA PROYECCIÓN OBLICUA 


Para efectuar el rebatimiento de un plano « en la proyección oblicua, es necesario gi 
rar todo el plano a hasta que se haga frontal o hasta que coincida con el plano vertical de pro- 
yección (y asi se vea en verdadero tamaño). 

Para efectuar la operación, el eje de rebatimiento debe ser una recta frontal o traza verti- 
cal del plano a 


Rebatimiento alrededor de una traza.— 
Supongamos dado el plano a por sus trazas 
rt 

Estas arazas cortan a los ejes x, y, 2 en os 
puntos A, B, Ca respectivamente. 

Después de efectuar el rebatimiento, el rián= 
gulo ABC se proyectará en verdadero tamaño 
para poder construir ente triángulo determina- 
mos los tamafos de sus lados. 


AC: Se proyecta en verdadero tamaño por 
ser frontal, o suponemos el eje de rebatimiento. 


AB: Fs la hipotenusa del triángulo AOB; 
y su verdadero tamaño es AB (se determina 
OBY por el triángulo caracterstco). 


BO: Es la hipotenusa del triángulo BOC; 
DG se proyecta en verdadero tamaño deter 
nado anteriormente. 


Una vez determinados los verdaderos tama 
y BC basa ton omtrir «ltd 
alo ABC rebarido enel plano veria. 

El punto E describió un aco de cicunferen- 
cia hata penetrar el plano vertical eu el pun- 
lo BP, bay dos soluciones, la cuerda de ene 
aro cscula e a era BB. 

“Todos ls demás puntos situados en lplao a 
cctuarín movimiento parecido y las cuerdas 
respectivas serán paralelas entre sl. 


Todos los puntos sobre el eje muerto AC 
se conservarán sobre dicho eje. (Véase punto M.) 
Se formará una relación de homología entre la 
Proyección oblicua y la Proyección rebatida, 
donde: 

Eje de homología = traza vertical. Direc- 
ción de rayos de homología = dirección BB". 
Panto conjugado = B=B* (obsérvese que la 
dirección BB" no es necesariamente perpendi- 
cular a AC. La recta OB" sí es perpendicular 
a AC; compare con el rebatimiento en el plano. 
vertical en la proyección ortogonal), 


Rebatimiento alrededor de una recta 
frontal.—Tenemos dado el plano por las rec- 
vas carsctrísicas ML. 

Rebatimos el plano dado alrededor de la 
recta frontal £ hasta hacerse frontal. 

Para ello detecminamos un segmento AB. 
sobre la secta horizontal, siendo A el punto de 
corte entre h y £ 

Buscamos, por medio del triángalo caracte- 
xístico, el verdadero tamaño de AB. 

Hallamos el puato E «= proyección de B en 
el plano frontal en el cual queremos rebatir, 
(BB! es paralelo al eje y) 

El punto IB” estará sobre una perpendicular 
“la recta £ (cc de rebatimiento) que pasa por B| 
y distará de A = AP el verdadero tamaño del 
segmento AB hallado anteriormente. 


ooo trono 


je de homología — £. 
Pranto reido 
Dirección delos rayos BI, 


CIRCUNFERENCIA EN PROYECCIÓN OBLICUA 


Tal como hemos dicho, la proyección oblicua es uns proyección cilíndrica, o sea M8 
metros conjugados de una elipse se proyectan también como tales. 
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Carcunferencia horisontal. — Escogiendo 
dimenos conjugados de la circunferencia, para- 
les alos ejes xy (con perpendiculares catre 
xD se proyecaría también paralelos a esos 
jes xa y, siendo AC en verdadero tamaño y 
BD disminuido de acuerdo com el coeficiente 
de reducción. 

La circunferencia e proyecta como una ei 
se con diimemos conjgados AC, BD; inscrita 
dentro delas ocho tangente (vr Cpilo «Pro- 
yeción de Cicunfercacio). 

Oturvese que la clpae no tlene el eje mayor 
paralelo l eje. Se puede detecmiaro basda- 
Gene en homología ente la proyección ortogonal 
Y oblicua, o según el procedimiento enla pá. 109. 

Circunferencia frontal—L circunferencia 
frontal se proyec como tna circunferencia 
os diámetros conjugados son paralelos a xx 
y se proyean en verdadero tamaño y perpen- 
dlculres ere 5) 

Circunferencia lateral (de perfi)—Los 
diimemos escogidos son paralelos a los ejes, 
YE diámetro paralelo y et reducido de acuer- 
do con el cociente q. El diémeno paralelo 2 x 
se proye en verdadero tamaño, 

Cireunferencia en un plano cualquiera — 
Se rebasa el plano dado; se construye la iran 
forencia rebcida; se determinan dos diámetros 
cmjugados (pespendculares ente 4) ebaido, 
y ue busca la proyección obléna de ellos, Se cons. 
Faye la clip corepoadient a ets diémetros 
conjugados. 

Esfera en proyección oblleua—Se pro- 
yes como elipe, Cayos focos corresponden 
As punto más cercano F y más lejeno E al pleno 
de proyección xx. (Vémse más adelae, pág 
na 186, Teorema de Dandelin) y cuyo eje me- 
or CD es igual al dkmero de la esfera. 


PROYECCIÓN OBLICUA LATERAL 


A veces, debido a la posición o forma del objeto representado (rectas de perfil, etc, es 
más práctico utilizar como plano de proyección el plano lateral, 
obteniéndose sulla Proyección Oblicua Lateral, pudiendo estar 
«el obecevador a la izquierda (u =270") o a la derecha (u — 907) 
del observador. 


Proyección lateral de recta de perfil.— 
Nótese su fácil interpretación en este sistema. 
de proyección. 


de we y qu, y el eridmgulo car 
determinar las coordenadas x; su aplicación 
análoga como en Proyección oblicua frontal 
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PROYECCIÓN OBLICUA AÉREA 


Es un sistema similar a Proyección oblicua 
frontal, pero el plano sobre el cual se proyecta 
es horizomtal 


Datos de proyección oblicua aérea (1,4: 


1) Ejen.—Eje y es perpendicular a x5 eje=x 
forma ángulo y con x; teniendo como límites 
<< 
2) Escala,—x, y, en verdadero tamado; %1e- 
dncido de acuerdo con el ángulo « que forma. 
«el rayo con el plano horizontal. 
El coeficiente de reducción es 
ria 
y varia 
TS 
La proyección horizontal del objeto coincide. 
«on la horizontal ortogonal. 
La lnea de referencia es paralela al eje x. 


Uso. —En arquitectura, para representar re- 
jor las divisiones de una casa. 


1% 


cae e 


a co 
a 


E 
la Bal— 
Ñ DE el dibujo igualmente como se acostumbra en la 
SS Y in má ld mear 


SECCIÓN PLANA DE LOS SÓLIDOS (cortes) 


Plano secante perpendicular al plano de 
proyección. —En este caso se puede determinar 
la sección directamente, ya que los puntos de 
penetración de las astas o generatrices en el 
plano secante se ven en la proyección. 


En la otra se determinan por medio de las 
locas de referencias. 


Para determinar la sección (corte) ea verda- 
ero tamaño (muy usado ea dibujo) bastara: 


Efectuar cambio de plano de proyec 
ción. —Haciendo coincidir el plano de proyes- 
ción 3 com el plano u. 


Girar (rotar) o rebatle la sección. 


Plano secante es un plano cualquiera: 


1) Método general.—La sección plana de 
los sólidos se puede determinar, en general, 
determinando la intersección de las arista (ea 
¡aso de los poliedros), o de varias generatrices 
(caso de sólidos redondos) con el plano secante. 
Uniendo estos puntos se obriene la sección res- 
pectiva. Para los poliedros: Poligonal de pe- 
petración. Para los sólidos redondos: Curva de 
penetración. 
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b) Por cambio de plano. -Efectuando un 
cambio de plano de proyección de tal forma, 
que el plano secante se proyecta como una secta 
(ver artículo anterior: plano secante perpendi- 
ular al plano de proyección). 

En esta mueva proyección se puede determi- 
mar la interscción de las distintas aristas 0 ge- 
eratrices y buscando la proyección inicial de 
«los se determina la sección: 


Onseavación: 
Si causase dificultad obtener la proyec 
ción inicial siguiendo las Mneas de reféréncia 
AP+ AS A”, bastaría recordar que se trata de 
un cambio de plano de proyección y por esta 
razón las alturas se pueden determinar en 
la tercera proyección: los puntos se cos- 
servan sobre las aristas o generatrices res- 
pectivas. 

<) Por rotación... Efectuando una rota 
«ción de tal forma, que el plano sea perpendicu- 
lar al plano de proyección (de canto o vertical). 
Procedimiento que se puede usar para todos 
los sólidos; pero, sin embargo, particularmente 
útil cuando se trata de sólidos de revolución, 
haciendo colncidir el eje de retación con el del 
sólido. Al rotar así el sólido conserva sus pro- 
úyecciones. El punto N, penewración del eje de 
rotación con el plano secante, no se mueve 
(véase pág. 98). 


e) For homología. ¡Solamente aplicable 
a pride, pla, lacio y coo, 

Fan do ecinr planes de pomo, omo, 
pela y lindo, env la relación de homo: 
logía, siendo: 


1) El eje de homología (eje muerto) igual a 
la intersección de los planos de las dos sec- 
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Los rayos de homología correspondientes 
a las generatrics de los sólidos, 

3) El vértice de homología es el vértice del 
como 0 pirámide (Colineación); en el caso del 
silindro o del prisma (afinidad) el vértice de 
homología está en el infinito (sobre el eje del 
sólido). 

4) Como la homología es una propiedad 
royectiva, esta relación se consccva también en 
«el sistema de las proyecciones ortogonales en la 
proyección oblicua, axonométrica, proyección 
acotada y también en la perspectiva. 


Ar Pasos a seguir al determinar la rección por 
el procedimiento de homología: 

1) Se fija la base del sólido con la cual se 
vratajará (no importa su forma). 

2) Se halla la intersección entre el plano 
secante $ y el plano a de la base antes escogido. 
(cuando la base está en el plano horizontal, esta 
intersección coincide con la traza horizontal del 
plano secante B). 


la intersección AY de una 
(por razones de exactitud 
«es preferible usar una que no está muy cerca 
del je de homología). Este punto A” junto con 
el pie A dela arista o genero determina la 
homología. 

4) Se traza por homología los demás puntos 
Iecesacios para constre a sección. Pr ejem 
plo: para obtener el punto de corte dela ais 
te unen los puntos A y Ben a base, hasta que 
oran el eje muerto en el punto 1. Uniendo el 
punto A” anes encontrado con el punto 1 sobre 
Al eje muerto se obtiene el punto ES sobre la 
ca 

3) Se determina la segunda proyección por 

o de la laca de referencia. 
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SECCIÓN SENCILLA 


Se denomina el plano de sección sencilla de 
un cono o una pirámide a un plano que pasa 
por el vértice del sólido; y de un cilindro o. 
prisma a un plano que es paralelo al eje del 
mismo (pasa por el vértice del sólido, pero ste 
está en el infinito). 


El plano de sección sencilla siempre corta 
el sólido según dos generatries. Para deter- 
minar las generatrices de corte de sección sen- 
ila se halla la intersección A del plano secante 
con el plano de la base y se buscan los puntos 
«comunes entre la base del sólido y esta inter- 
sección. Por estos puntos pasan las generatrices 
de corte, que pueden ser: 


Cao] Generic de core Ioerscción. El plano a 

y Dos reales Cara lbs Co ido 

2 Dos que coinciden o angente al bae Fs tangente al 6d 
3 Dos imaginarias No coma ala base No cora al lio 


CONVIENE 134R HL PLANO DE SECCIÓN SENCILLA PARA DETERMINAR: 
1) La naturaleza de la sección cónica. 

2) Intersección de una recta con pirámides, conos, prismas o cilindros. 
3) Penetraciones entre pirámides, prismas, conos y cilindro, 


SECCIÓN CILÍNDRICA 


¡Sección de un cilindro (caso particular — base elíptica).—La sección plana de un 
«cilindro que tenga la base elíptica será también una elipee a menos que se trate de un plano de 
sección sencilla. 

Nora: (Se supone que circunferencia, es una elipse con excentricidad cero) 


Para determinar esta clipee de sección se puede proceder como está descrito anteriormente, 
hallando cierto número de puntos por donde debe pasar la curva. 

Sin embargo, sabiendo que la sección es una elipse se puede determinar por sus condiciones 
geométricas: a una pareja de diámetros conjugados de la base corresponderá homólogamente 
una pareja de diámetros conjugados. Esta propiedad se conserva en todas proyecciones cila- 
ricas (00 así en proyección cónica — perspectiva). 


Procedimiento. 


Se pere 


1) 14 imersección la entre el 
plano de la base y el plano secan- 
te (je de homología). 

2) Un diámetro 1-2 de la rue. 
3) La intersección de la gene- 


para dibujar la elipse de sección 
"asta construir las ocho tangente 

“futura elipee y construir sta. 
$) Antes de construir la curva conviene determinar con exactitud (por homologás) la 
intersección 6,7" de las generstrices de contorno 6, 7 con el plano secante. La clipae deberk 
ser tangente al contorno en estos puntos. Si hay cambio de visibilidad, deberá ocurrir en catos 
pumsos 6 7 

Nora: Es preferible usarlos diámetros paralelos aleje de bomología. (Ea el cono, ver más 
adelante, lo es indispensable), 
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SECCIÓN CILÍNDRICA 


Obtención de diámetros conjugados.—Los puntos 1 
secante a. 


e 


T deben estar en el plano. 


SECCIÓN PLANA DE UN CONO; (con base de segundo grado) 


La sección plana de un cono que tiene por base una curva de 20 grado, debe ser también 
una curva de 2.* grado (de all el nombre para estas curvas elas cónicas.) 


Determinación de la naturaleza de la cónica: 
Según la inclinación del plano secre con respecto u las peneatries del cono a cónica sete 


Ue 


e 
HIPERBOLA, 


e a Dase seg reci que: 


El plano principal P (paralelo al plano a) que pasa por el vértice del cono (plano sencillo), cora a 


0 cora ala base de coo 


cora la base del cono 


ea ierección 


Urocesimicano para deserminas la naturaleza de la secó de un cono: Se tzaza por el rémice del 
ua plano principal 9, pario al plano secante a y 50 busca la interreción £ de on < plano e | 


EXA EA | 
1d e 6 co a ción e an 
ES pa ica 
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SECCIÓN ELÍPTICA DE UN CONO. 


Condición.—Si el plano priacipal, (parallo al plano secante y contiene el vértice), no 
«corta ala base del cono; el plano secante y cualquiera paralelo u él seccionark al cono según. 
una elipse. 


Construcción de la elipse de sección.—(En cualquier sistema de proyección.) 
a) Por intersección directa de varias generatrices. 

3) Por cambio de plano o gico (en proyección ortogonal). 

<) Por homología (como antes descrito), por puntos. 

4) Por dilmmetros conjugados: 


Se permanta: 
1), El eje de homología e (intersección del plano de la base con el plano secante). 
2) La generatiz más cercana 1 y más lejana 2 aleje de homología. 

3) Los puntos Y y 2, intersecciones de las 
generatrices 1 y 2, respectivamente, correspon- 
den al disetro de la clipse que une el punto 
más cercano y el más lejano al eje de homo- 
logía e. Se determinan como intersección de 
recta con el plano (recta tapada); 

4) El punto medio Y' del diámerro 1-2 
que es el centro de la elipse de sección; 

5) Fl punto 3 enla base, conjugado conel 
Debe estar sobre el 1ayo que pasa por el vértice 
y el punto 3' y además sobre la recta 1-2 (no. 
está en el centro de la base); 

6) Una cuerda de la elipse de la base que 
pasa por el punto 3 y tiene la dirección conju- 
ada a la recta 1-2 (es paralela al eje de homo- 
logía) y que corta ala elipse £n los puntos 4 y 5; 

7) Los puntos 4' y'S' intersecciones de 
las generatries 4 y 5 con el plano secante (por 
homología). El segmento 4'-S' debe pasar por el punto 3' y debe ser paralelo al eje e. Los 
segmentos 43 =355 

8) La clipse por sus diámetros conjugados 1'2 y 45% 

9) Se recomienda adicionalmente determinar los puntos de intersección de las genera- 
útrices del contorno (la elipse de sección cs tangente a elos): 6' y 7: 


SECCIÓN ELÍPTICA 


1 méd ter e ito temas epi y pun pri: (Ob 
ción de los diámetros conjugados.) ¿E S 
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CCIÓN PARABÓLICA 


“Condición. —Si el plano principal paralelo al plano secante que pasa porel vértice de cono, 
es tangente al cono, el plano secante y cualquies plano paralelo al, seccionará el cono según. 
una parábola. 

Dado un cono y una recta a, construlr un 
plano que contenga la recta y corte al cono. 
según una parábola. — Se construye el pleno $ 
que pasa por el vértice del cono; es paralelo ala 
recta y es tangente a la base del cono. 

1) Para ello se construye una recta 2" pas 
ralela a a que pase por el vértice. 

2) Se determina la intersección de la recta al 
con el plano de la base —» el punto E. 

3) Por el punto E e traza la recta (contenida 
en el plano de la base) tangente a la base del 
cono (dos soluciones): £ y €. 

4) Se construye el plano que contiene la 
recta a y es paralelo a la recta £ (trazando por 
un punto cualquiera, por ejemplo, el punto 1 
una recta e paralela a 0. 

5) El plano ne corta el cono según una pa- 
rábola. 


Construcción de la parábola de sección: 


a) Por intersección directa de varias generatrices 

b) Por cambio de plano o giro. 

<) Por homologie. 

4) Por planos de sección sencilla y homología. — Para de 
terminar la intersección de una generatriz cualquiera VB: del cono. 
se puede construir una sección sencilla que contenga ésta y la gene- 
ratiz VA paralela al plano secante; con el punto A' sobre la pará- 
bola en el infinito, La secante AB de la base corta al eje de homo- 
logía (intersección del plano secante y el de la base) en el punto C. 
La recta CA' homóloga a la CA debe pasar por C y ser paralela 
a VA! (A! está en el infinito), el corte entre VB (rayo de homolo- 
tía) y A'C es el punto P de la parábola. 
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<) Por direcciones conjugadas. 
Se era 


1) La intersección € del plano secante 4 
«on el plano de la base (eje de homología base- 
sección). 

2) La intersección £ del plano principal P 
Paralelo al plano secante que pasa por el vér- 
ice del cono, con el plano de la base (debe ser 
tangente ala base y paralela 4). 

3) La generatriz 1 de tangencia del plano Q 
on el cono, 

1) La cuerda de la parábola 2-3 secante de 
la base, está sobre la intersección e y la base 
del cono, 

$) El punto 4, en la mitad del segmento 22. 

6) Una secta paralela a la gencratriz de tan 
encia que pasa por el punto 4 (igual al proce» 
dimiento de planos de sección sencilla). 

7) El pueto 5, intersección de ella con la 
superficie del cono (está sobre la generatriz más 
lejana al eje de homología, opuestas a la de tan- 
encia). 

8) 45 es la dirección del eje de la parábola 
y 253 esla cuerda conjugada a 4-5. 

9) El paralelogramo 2-3-0-7 por medio del 
cual se construye la parábola. 

10) Se divide en igual número de segmentos 
iguales 5-6, 5-7, 4-5 y se unen según el dibujo, 

MM) Las tangentes en los extremos 2-3 que 
son las rectas 8-2,8-3 (55 5-0). 

12) La imtersccción de las generatrices de 
contorno (por homología). 
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NOMBRES Y DEFINICIONES DE ELEMENTOS DE PARÁBOLA 

La parábola ex el lugar geométrico de puntos coplanares que equidistan del foco F y una 
resta, llamada direcri, situados en el mismo plano. 

La purábola se puede considerar como una elipse, cuyo vértice, foco y centro están en el 
infinito; por eso todas las secantes paralelas al eje (denominado también asíntota) se pueden 
¡onsideras como diámetros dela parábola (ya que pasan por su centro que está en el iafinio). 

Los ángulos que forma la tangente en un punto cualquiera con el diámetro en este punto. 
y la unión de éste con el foco son iguales. 

AF - Diámetro principal (denominado también eje o asíntota). 

TD - Diámetro. 

Tiene la dirección del eje AF. 
GH - Secante conjugada al diámetro TD. 
Tiene el punto D en la mitad de la cuerda GH y dirección de la tangente en T, 
(el dilmetro conjogado está en el infinito). 
4 Directriz. 
Recta perpendicular al eje; a igual distancia del vértice A como el foco. 
A = Vértice de la parábola. 
La tangente 1, €n el vértice es perpendicular al eje. 
F = Foco de la parábola. 
Los puntos de la parábola equidistan del foco y de la directriz. 
1, = Tangente principal. 
“Tangente ala parábola en el vértice A, es perpendicular aleje, 
tr = Tangente a la parábola en punto T. 
Paralela 2 la dirección de la cuerda conjugada GH. 


DIBUJO DE LA PARÁBOLA 


Por direcciones conjugada: 


Conociendo una cuerda BC y su diámetro. 
conjugado AD, se divide en igual número de 
Partes las semicuerdas AB y AC y el segmento 
correspondiente del diámetro conjugado AD, 

Por las divisiones de la cuerda se trazan rec- 
as paralelas al diímeiso AD (corresponden 
también a diámetros), además se trazan por los 
extremos IB y € de la cuerda secantes ¿ue pasen 
por las divisiones del diámetro AD, Estas líneas 
se cortan, respectivamente, en los puntos 1, 2,3, 
de la parábola. 


Otra forma es trazar estas segundas líneas, en 
vez de por los puntos B y C, por el punto D y 
las divisiones equivalentes sobre los Jados BB 
y CC”. También en este caso las líneas se cortan 
en puntos de la parábola, Este último proceso 
corresponde a la proyección cómica de una cir- 
cunferencia y es análogo al descrito para la cons 
trucción de la elipse en página 114. 


Las tangentes en los puntos y € se corta 
en el punto E que está sobre el diámetro AD, 
estando D en la mitad del segmento AE. 


Por método envolventes 


Conociendo dos tangentes £ y Y de la pará- 
bola con sus puntos de tangencia T y Tr, res- 
pectivamente. Los segmentos TM y MT se 
subdividen en número igual de partes iguales y 
se unen desde el punto de tangencia T y el corte 
de las tangentes M, respectivamente, correspon= 
diendo todas estas uniones a tangentes de la 
parábola. 


Por circulos osculatorio: 
El radio de curvatura en el vértice de una 
parábola es el doble de la distancia del vértice 3 
Al foco de esta parábola 


e 
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SECCIÓN PARABÓLICA 


método uneios ca dístictos sistemas de proyección y posiciones pariculars: (Obten 
ción de la dicción del je y de la secae conjugada) 


SECCIÓN MIPERBÓLICA 

Para que un plano corte 4 un cono según una sección hiperbálica, debe ser paralelo a dos 
genecatrices. (Cortarlas en el infinito) 

El plano principal paralelo al plano secante que pasa por el vértice debe cortar al cono 
según dos generatrices (a la directriz según dos puntos). 

Cualquier plano paralelo ala dirección de éste cortará al cono también según una hipér- 
bola (con igual excentricidad). 

Las asíntotas de la hipérbola tendrán la dirección de las generatices alas cuales el plano 
cortará en el infinito. 


Construcción de la hipérbola de sección: 
2) Por imesección de varias generatrces, 
1) Por homología. 

e) Determinando las asímtotas y constru= 
yendo la hipérbola. 


Se perras 

1) La intersección del plano secante « con 
+ plano de la base = eje de homología = e. 

2) El plano principal $ paralelo al plano 
secante a que pasa por el vénice. 

3) Inmerscción Í del plano $ con el plano 
dela ba. 

4) Los puesos 1 y 2 donde la recta corta 
la directriz del cono. 

5) Las genertrices (dirección de asíntoras) 
según las cuales el plano principal $ corta al 
como (1 y 2 

0) Las tangentes 4 la base del cono en los 
puntos 1 y 2. 

7) Los puntos de corte X y UL, donde las 
vangentes amtcires cortan a la recta de inter- 
sección e del plano secante con el plano de la 
bue. 


8) Las astartas de la hipérbolade sección, 
que deben pasar por los puntos 1 y HI y ser pas 
raleas a las genetatrices 1 y 2 respectivamente. 

9) Intersección de una generatriz con" el 
plano a (pot el procedimiento directo). 
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16) La hipérbola de sección, basándose en la condición geométrica de la hipérbola: las 
tancias entre dos puntos de hipérbola y us aíntota, medidas sobre una cuerda, sn iguales 
11) Los puntos de corte del contorno aparente. 


Explicación a los pasos 4-8.--El plano se- 
cante a es paralelo las generarices 1 y 2; por 
consiguiente, los corta en el infinito. Luego 2 
estos puntos de la base corresponderán homó- 
logamente puntos de sección que están en el 
infinito. A las tangentes levantadas en os pun- 
os 1 y 2 de la base corresponderán asíntotas de 
la sccción que deberán pasar por ls puntos muer- 
os 1 y IE y tener la dirección de las generatrices 
2 Jas cuales el plano es paralelo, o sea 1 y 2. 


IE 

Nora: El punto de la sección más Iejano de la bese, o sea, el punto 7, está sobre la genera- 
iz más aljada aleje de homología e y sobre el diámetro conjugado a la dirección 4-5. (Eme 
“diámetro pasa por el punto medio de 4- 5, o sea III, y el <orte de las asíntotas. Debe ser 
paralelo ala recta que une el vérice del cono con el punto 3 — enla mitad del segmento 1-2.) 
Como la relación de homología goza de propiedad proyectiva, el procedimiento es apli- 
able en los distintos sistemas de proyección: Proyección oblicua, axonométric, acotada, ec. 


NOMBRES Y DEFINICIONES DE UNA HIPÉRBOLA 


La hiperbola es el lugar geométrico de los puntos coplanares, que tienen la diferencia de 
las distancias a dos puntos Fjos (focos) constane. 
PRE 2a 


Las distancias de puntos de hipérbola 2 sus aímtotas, medidas sobre la misma secante 
de». 


Me 


ra 
AB - Diámetro principal (real) 


Corte a la hipérbola en dos puntos, vértices; pasa por los focos, Bisecta a las 
asinotas. 


CD -- Diámetro principal (Imaginario). 
Es perpendicular al diámetro principal real, pero no se corta con. 


Piámerros conjugados. 
rrespenden al mismo principio como en tuna elipse; unn de ellos resulta siempre 
mapas. 


Asímtotas. 
Son las tamgentes a la hipérbola en el infinito, pasan por el centro de la curva 
Si forman ángulo recto entre sí, la hipérbola es equiltera 


a — Semleje real. 
b = Semleje imaginario. 
€ - Excentricidad lineal 

eee 


DIBUJO DE UNA MIPÉRBOLA 


Por distanet 


a las asíntotas: 


¡Coneciendo las asíntotas y un punto 1 de una 
hipérbola, se traza una secante por este punto 
y Sobre ella se mide la 


distancia, sobre la misma secante, desde la otr 
“asintota, obteniéndose así el pueto 2. La curva 
pasará tambita por exte segundo punto. 

El proceso se fepite según la necesidad. 


Por círculos osculatorios (en los vértices 
de la bipérbola): 

Construyendo el rectángulo a-b correspon- 
¿ieme a los semiejes y levantando una perpen- 
cular en el vértice del rectángulo a la diago- 
nal = asíntota de la hipérbola, se obtiene el 
centro de curvatura: €. 


SECCIÓN HIPERBÓLICA 
En distintas proyecciones (obxención de las asíntotas) 
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RESUMEN DE SECCIONES CÓNICAS 


Todas las cónicas, corresponden a curvas homálogas de na circunferencia. 
En cada caso se determina primero la intersección entre l plano dela base y la sección 
[que comesponde al ce de homología 

Luego las generatices más cercana y más lejana 4 est ee. 

Xan tangente ala base y a a sección en estas generntrices resultan paralelas al je de ho- 
'mología, luego están paaleas entr sy corresponden 4 un diámetro de la curva, e conjugado 
"la dceción del eje de homología. El centro de la curva está en el puato medio de este i4. 
metro. En la parábola el punto 1' está en el infinivoy el diámetro e paralelo a la generar 
¡mada cercana», e centro está en infinito. 


Los planos paralelos entre sí cortan al cono según familias de cuevas que corresponden a 

[ecciones semejante; de éstas el plano principal (el que pasa por el vértice) cora según una. 

¡Surva degenerada, que coresponde rectas que coinciden con las msínotas de la curva y 
en el caro des 


ELIPSE 


PARÁBOLA MIPERBOLA 
Linea recto, doble, generar — Dor recta rn, que se cortan, 
o a 
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FOCOS DE LA CÓNICA DE SECCIÓN: (teorema de Dandelia) 


Al cortar un cilindro o un cono de revolución con un plano, la sección producida es una 
cónica que tiene los focos (en el espacio) en los puntos de tangencia entre el plano secante 
y esfera inscrita en el sólido respectivo y tangente a este plano secante. 


PE = PM (dina medidas Pre 


PO — PR sobre sangran a 
a 


Nora: s 


1) Ea un cono de revolución con base horizontal, el foco de la cónica de sección (en 
proyección), coincide con la proyección horizontal del vértice de dicho cono (véanse dibujos 
«a las páginas anteriores). 


2) De acuerdo con este teorema se puede determinar la proyección oblicua de la esfera 
(vtase página 160. 


TANGENCIA 


1) Una recta tangente a una curva plana es 
<oplacar a ella. 

2) Una recta es tengente a una superficie 
cuando es tangente a la sección plana de esta 
misma superficie, coplanar coa la recta. 

3) La tangencia entre líneas goza de la pro- 
piedad proyeetiva, 

1) Un plano es tangente a una superficie en 
«cierto punto cuando todas las rectas del plano 
¿que pasan por este punto son tangentes a dicha: 
superficie, 

5) Un plano es tangente a una superficie 
reglada, desacrollble según ¡una generatrz recta. 


Recta tangente a una superfície que sea. 
paralela al plano dado a y que pase por el 
Punto M.—Por el punto M trazamos un 
plano $ paralelo al plano dado, determinamos 
la sección producida por este plano sobre la 
superfci, y por el punto M trazamos tangentes 
Ey 1 a esta sección 


Recta tangente a una superfície que esté 
contenida en un plano a y sea paralela a 
una recta £ de este plano x. -La tangente 
debe ser paralela a r y ser tongente a la sección 
plana producida por el plano e. 


Lo mismo cuando la superficie es có- 
nica o cilíndrica... Basta determinar la die 
rección Y en el plano $ de la base, conjugada a 
la recta r (por homología), halles la tangente 
Y y €, paralela a x' en la base $ y buscar sus 
rectas homólogas £ y xy en el plano a; sín la 
necesidad de construir Ja sección producida por 
el plano. Equivale a construir plano de sección 

tangente al sólido — tt 
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Plano tangente a uns superficic. —Paca 
que un plano sea tangente 4 una superficie cur 
va, es indispensable que todas sus rectas que 
pasan por él o los puntos de contacto con la su- 
Perficie sean tangentes a ésta. 


bles (cilindro, cono).—El plano tangente es un 
plano sencillo, que toca al sólido según una ge- 


Plano tangente a un cono paralelo a la 
dirección d dada.—Por el vértice trazamos 
una recta sencillas paralela a d y determinamos 
ln intersección $ (punto sencillo) de ésta con el 
plano de la base. Por el punto $ trazamos las 
rectas £ y €, tamgentes a la base, Los planos 
tangentes son £V y €V. 


«illa; vu penetración con el plano de la base es 
el punto $. 

Las rectas £ y Y' son Tangentes a la base y 
pasan por el punto $. 


Los planos £V y t'V son lox planos tamgentes 
pedidos. 


Si el punto M está sobre el cono.—La 


La recta £ = tangente a la base es única y 
el plano Ve = solución (ánica). 


Plano tangente a un cilindro paralelo a 
Alrección d dada. - Sobre la recta d se escoge 
un punto D y por él se traza recta e paralela al 
eje del cilindro. 

Se determina la intersección 1 del plano ed 
on el plano de la base. 

Se trazan tamgentes £ y £' a la base, paralelas 
la dirección , y en los puntos de tangencia 
levantamos generatries a y ba 

Los planos at y bt' son los planos tangentes. 


Plano tangente a un cilindro que pasa 
por el punto M.—Por el punto M trazamos 
recta (sencilla) 5, paralela al eje del cilindro y 
determinamos la intersección de esta recta con 
Al plano de la base += el punto (sencillo) S. 
Por $ trazamos tangentes £ y £ a la base del 
dlindro y en los puntos de tangencia Jevanta- 
Mos las generatrics a y b respectivas. 
Los planos ta y br son los planos tangentes. 
Sl el punto M está sobre la superficie 
cllindro.—La recta MS coincide con la 
iz de contacto — hay solamente una 


Plano tangente a una superficie de doble 

ratura. —El plano toca al sólido cn un pun- 
único; todas las rectas del plano que pasan 
este punto son tangentes al sólido; también 
son a las secciones planas, coplanares com 


tangente a una esfera que pase 
un punto M sobre la esfera. —El plano a 
perpendicular a la recta OM, unión del 
10 M con el cesgro de la esfera. 
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Plano tangente a una esfera que pase 
por una recta a.—Por el centro O dela eafera 
Tevantamos un plano « perpendicular ala reta 
y deserminamos su sección con la esfera y la 
penetración A con la recta a. Por el punto A 
levantamos tengentes £ y Y a la sección (90 
puede construir en la proyección rebatida) 
Los planos P = at y y = at' son los planos. 
tamgentes. 


Plano tangente a esfera, paralelo a otro 
plano dado «.—Por el centro de la esfera O. 
levantamos recta p, perpendicular al plano a 
y determinamos sus intersecciones A y B con la 
esfera (as distancias AO y BÓ son iguales al 
Fadio de la esfera). Por estos puntos construi- 
“mos planos paralelos al dado (perpendiculares 


ala recta p). 


Potencia de punto con respecto a clr- 
cunferencia y esfera, —Se denomina potencia 
“e punto P exterior a una circunferencia el pro- 
“ucto de las distancias de est punto P a la ci 
cunferencia, medidos sobre la misma secante. 

Este producto es constante, independiente: 
mente de la secante usada y es también igual 
en caso límite de tangente al cuadrado de la 
distancia del punto P al punto de tangencia 
(punto doble): 

Potencia = PA x PÚ = PAX 


em 


Este concepto se puede generalizar para 1 
esfera, ya que los planos que pasan por el pun 
do P costarán a la esfera según circunferencias 
Para las cuales ez válido el concepto anterior; 
Fgualmente para la secante AB, común a estos 
planos. 

La aplicación del teorema de la potencia del 
punto ala esfera es ventajoso para los problemas 
onde se conoce el plano tangente 770 la recta 
de tangencia PD x PC — P/ f 
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DESARROLLO DE LOS SÓLIDOS 


Se denomina «desarrollo de los sólidose a la operación de coostruie sobre una superfci 
lana una figura tal, que recortada y unida convenientemente nos produce el sólido respectivo. 
(siempre y cuando ve trate de sólido desarrollable osea siempre y cuando sea posible efectuar 
esta operación). 


Poliedros regulares: 


Tetraedro regular, - (Tiene cuatro caras, 
triángulos equilteros). 


Cubo. Seis cuadrados iguales. 


Octaedro.—Ocho triángulos equiláeros; a RS? 
actas, 


Dodecacdro.- Doce. pentígonos regulares; 
a cada vértice concurren trs aras. 


Icosaedro.— Veinte triángulos equiliteros; 
cada vértice concurren cinco aristas, 
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Desarrollo de pirámides. —Para determi 
mar el desarrollo de una pirámide, se hall: 


Desarrollo de un prisma oblicuo. —Usando un corte normal al prismas Una sec 
| sión plana normal (perpendicular) el eje del prisma ve desarrolla según una recta. 


1) El verdadero tamaño de la base ABC. Si 
la pirámide tiene base horizontal se proyecta 
ésta en verdadero tamal. 


2) El verdadero tamaño de todas las aristas 
que van al vértice (AV, BV, CV), utilizando los 
triángulos de rebatimiento con la diterencia de 
altura en el mismo sítio o con el vértice común, 


3) Lascacaslaterals(ciángulos ABV, BCV, 
(CAV), con dos lados iguales a aristas laterales y 
tercer lado igual a la arista de la base catre las 
aristas laterales respectivas. 


Nora: 


EX número de curas lateales es igual al de los 
lados de la base, 


Sila pirámide es una pirámide regulse recta, 
todas las caras laterales son iguascs entre $ — 
triángulos isóscees. 


Si la pirdenide es truncada, se determina pri- 
mero el desarrollo de la “pirámide completa y 
después se suprime la parte correspondiente. 


Desarrollo de un prisma recto.—Las ca 
ras laterales son rectángulos de longitud igual a 
longitud (altura) del prima y de ancho y nú- 
mero correspondiente a los lados de las bases 
respectivas. 


El perímetro de la base es igual al ancho 
total del desarrollo 


Proceso A 380 


1) Por medio de cambio de plano o (ito) 
e hace el prisma frontal (con lo cual las gene” 
ratices se ven en verdadero tamaño). 


2) Sedesermina una sección plana a normal a] 
prisma (si el prisma es frontal, el plano a será un 
plano de cano, perpendicular al je del prisma) 

1) Se determina el verdadero tamaño, 4% 
proyección de la sección normal (preferible 
mente por un segundo cambio de plano). 

1) Se construye el desarrollo de las caras 
Inerale, siendo los anchos de las caras iguales 
a los segmentos de sección normal (se coloca 
obre una recta los segmentos correspondientes 
al perímetro de sección nopmal en verdadero 
tamaño) 


3) Se limitan longitudinalmente las aristas 
colocando los segmentos correspondientes en- 
cima y debajo de la sección normal obteniendo 
los puntos AM”, BB', CC), etc. En la tercera 
proyección se ven estos segmentos en verdadero 
tamado 

Nora; 

Cuidado de colocar os segmentos de la ariv- 
ta a en el sitio respectivo del desarollo de la 
sección normal Ay, etc. Igualmente hay que ob- 
“scevar, que se obtiene el número m de caras, pero 
elim 4 1 de aristas, la primera (A) y última (A) 
es la misma 


6) Como revisión, los segmentos AB, BC, 
(CA, etc, deben corresponder a estos mismos 
segmentos en el perímetro de la base y tener 
la misma longitud. 
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Desarrollo de sólidos curvos.—Los sólidos curvos ze pueden desarrollar únicamente 
cuando pertenecen al grupo de wólidos desarrollables» que tienen como condición que el 
sólido sea reglado con las generarices vecinas que sean coplanares, Éstes pueden ser: 

3) Concurrentes, los sólidos tienen forma cónica y se desarrollan por triangulación. 
de manera semejante como las pirámides, 

b) Paralelas entre s, los sólidos tienen forma cilíndrica y se desarroll 
cios, análogamente como los prismas. 


por tape 
y A) Desarrollo de un conos 

2) Cono de revolución: 

La base es una circunferencia 

La superficie lateral e un segmento de cir 
1 H cunferencia de radio igual a la generaiz AV 
/ del cono y longitud del arco ÁA es igual 1 pe- 
ímetro de la base. 

La longitud del arco »e puede determinar 
rifcamente (midiendo con el compás de dos 
pumas el perimeto de la circunferencia de la 
hase y colocando después la misma distanci 
sobre el arco AA) o el ángulo de ete arco ma- 


b) Cono oblicuo con base elíptica (o no): 


Se divide la base en cierto múmero de seg 
mentos y se determinan los verdaderos tamaños 


Vel Es ala a ler 
convenene a lnginod 17 en abuse = 4 la 
toma (7 el cod supra), 
Fs produ se denomina el de triaago 
Jaci de la perfil, La aperil cv la 
a a 
trióguls planos que forman. El coo lo se 
pa al pia 
Se ua mmbit par el darlo de super 
fc me complicada 
oia Gr ls ai dl 
A 


8 


B) Desarrollo de un cilindro. 


8) Desarrollo de un cilindro recto. 
Superficie lateral es un rectángulo de longitud. 
igual a la longitud (altura) del cilindro y de an- 
cho igual al perimetro de la base. Este perl- 
metro se puede o calcular (2n2) o medir gráfica- 
mente con el compás de dos puntas. 


b) Desarrollo de un cilindro oblicuo. 
Se procede de forma semejante como en el desi- 
rrollo de un prisma oblicuo; siendo las etapas 
1, 2, 3, iguales. 


4) Se rectifica (se coloca sobre un rota) 
el perímetro de la sécción normal al eje (usando. 
el compás de dos puntas). 


5) Se miden las longitudes de las genera- 
trices correspondientes a los pasos respectivos 
del compás (por encima y por debajo de la sec- 
ión normal; en la tercera proyección están en 
verdadero tamaño, las lineas de referencia con 
la cuarta proyección indican los sitios de la sec- 
ción normal). 


Nora: 


Si el cilindro tiene bases circulares y si se 
construye el desartllo a partir de la generatriz 
«correspondiente a la sección singular, el dezarro- 
Mo lateral debe ser simétrico, 


6) Como chequeo el perímetro de las bases 
debe ser igual a la curva que limita el desarrollo 
nteal (medir con el compás de dos putas). 


1 
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C) Desarrollo de las piezas de transl- 
clón.—Las piezas de transición se denominan 
aquellas superficies, que se usan para empal- 
mar tuberías, ductos, etc, de secciones desi- 
puntos 

Pueden estar formadas únicamente por caras 
planas (poliedros) o también por superficies 


Eyusros: 
2) Prismaoides. 
b) Cono oblicuo truncado. 


<) Peneración de varios cilindros o conos. 


4) Codo cilíndrico. El ángulo de deñexión « 
se divide en n partes iguales. Las partes internas. 
del cado corresponden al doble de este ángulo. 
La sección normal se conserva constante en todo 
el codo, El desarrollo de cada sección se puede 
“complementar con la sección siguiente. 


4) Pieza recta que une un ducto de sección 
cuadrada con otro de sección circular, que se 
compone de caras planas (triángulos) y sectores 
cónicos. 

La superficie se puede descomponer en cur- 
1 tridagulos iguales catre el (en este caso) y 
cuatro sectores cónicos (en este caso también. 
iguales entre «0. 

Si la pieza no fuera recta, las partes mo serían 
Iguales entre sí, pero la forma de proceder sería 
semejante como en los ejemplos anteriores 
(cono, cilindro, ete). 


LÍNEA GEODÉSICA 


Se denomina línea geodésica a la unión más 
¡corta de dos puntos situados sobre una superf 
cie y efectuada sobre esta misma superficie. 
(Por analogía con la unión de dos puntos sobre 
la esfera terrestre). 


En las superficies desarrollables se obtiene 
sta efectuando primero el desarrollo correspon 
diente y luego, uniendo los puntos en cuestión 
por medio de lnea recta. Este proceso es válido z 
anto para los poliedros como para los conos y s 
cilindros. 


Nora: 


En la esfera la lnea geodésica corresponde 
al círculo máximo. 
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PENETRACIÓN 
PENETRACIÓN DE RECTA CON SÓLIDOS 


Proceso general. —Parar por la recta un 
plano, determinar la sección producida por éste 
sobre el sólido y determinar los puntos comunes 
entre la recta y la sección. 


Estos puntos son los de penetración. 


Sin embargo, la determinación de la sección 
producida no es siempre un proceso fil y de- 
pende del plano elegido. Escogiendo ciertos pla- 
mos particulares, los más convenientes en cada 
problema, la solución se facilita notablemente. 


Flanos proyectantes (sección tapas 
Eligiendo un plano a que contenga la recta e 
y se proyecte en una ¡Sn coincidiendo 
on cata recta (2 = a 0 0% etc), 36 0d> 
tiene la sección en una proyección de inmediato 
(sección tapada). La otra se obtiene buscando 
la intersección (l, 2, erc), de las aristas del só- 
Lido con el plano a. 


Las intersecciones de La recta x com el sólido 
son los puntos X e Y comunes la recta r y ala 
sección a. 


Este procedimiento es muy Útil par los po- 
liedros en general. 


Planos de sección sencilla.—Según lo £x- 
plicado anteriormente (véme pág. 170), todos 
Jos planos que pasan por el vértice de un cono 
+ pirámide o son paralelos al eje de un cilindro 
+ prisma, lo cortan según una sección sencilla, 
o sea dos generatrices. 


Por consiguiente para determinas la iner- 
sección de una recta con uno de entos sólidos, 
basta con pasar por la recta un plano que pasa: 
por el vértice (o es paralelo al eje) del sólido; y 
eserminar las generatrices correspondientes 2 
est sección sencilla 


Procromanro: 


1) Sobre 
ieracio Ra 


recta escogemos tun punto ar- 


2) Por este punto R trazamos una recta a 
que pasa por el vértice (o es paralela al je) 


3) Deserminamos la intersección H de la 
rea x con el plano de la base, 


1) Deserminamos la intersección A de la 
recta a con cl plano de la base 


3) ' Trazamor la intesección 4 entre el pla 
o dela base y el pleno ar = a. Esta intersección. 
¡orta a la base en los puntos 1 y 2. La sección 
del cono o cilindro coincide con las generatrices 
¿que pasan por estos puntos 1 y 2. 


Los puntos de corte entre la recta y las gene 
sirios 1 y 2 son los puntos X e Y respect 
mente, que son los puntos de corte entre la 
recta y el sólido. 
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PENETRACIÓN DE SÓLIDOS 
SóLiDOs mn omnrnar: 


Se determina la penetración de todas las aristas de uno con el otro y viceversa. La unión. 
correspondiente eotre los puntos de intersección es la poligonal de penetración, Igualmente 
se podáa proceder determinando la intersección de las caras de los dos poliedros entre al. 
¡Cuando se trata de sólicos curvos, en vez de determinar la penetración de aristas, se halla 
la de las generatrices, paralelos, etc, (egún el caso), efectuando la unión de los puntos por 
medio de curvas. Cuando se trata de uo poliedco y un sólido curvo, la penetración correspon 
derk una serie de arcos que tendrán puntos de quiebre en los sitios donde penetran las aristas 
del poliedeo. 
A encontrar la penetración se puede, según exigencias del problema, representar: 


¡cación de piezas, etc). 

3) El sólido común a los dos (para determinar volúmenes). Como se ve el problema 
«ocresponde en realidad a efectuar repetidas veces vintersección de recta con el sólidor hay 
varias maneras como simplificar la obtención de esta intesección. 


PENETRACIÓN DE SÓLIDOS CON CARAS O SUPERFICIES QUE SE 
PROYECTAN COMO RECTAS O LÍNEAS 


Un cliadeo o un prisma se puede, por cambio de planos de proyección o giros, obtener 
en esta posición, según la conveniencia. 

Prisma vertical se penetra con una ple 
rémide.—En este caso en la proyección ho- 
risomtal se ve la penetración de inmedisto-o- 
responde directamente a la proyección de las 
caras del sido. Para determinar la proyección 
verical, basta con Bullar la penetración de las 
aristas dela pirámide con el prisma (se ven ea 
la proyección horizontal), y de la arista del pris- 
ma con la pirámide, Este punto es 4 y debe es 
tar sobre la superficie de la pirámide, o ss, s0- 
ore lagenerstrs 4 de ella, Se busca su proyec 
ción venal y el punto 4 sobre ela, Los puntos 
1 y 6 están sobre las bass de ambos sido», La 
penetración esla poligonal: 1, 2,3, 4,5, 6, D, 
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Cilindro vertical se penetra com un 
somo.—La penetración es la curva 1-24 e 
E 6x1, que se ve cn la proyección horizontal, 
Para determinar su proyección veticl, se bus- 
can los puntos 2 hasta $ para que estén sobre 
la superficie del cono (para que estén sobre sus + 
eneratries respectivas). Etre los puntos ar- 
bitrarios conviene escoger aquellos puntos que 
estén sobre las generarices del contorno del 
cono y cilindro, 3 y $ respectivamente, La curva: 
de penetración debe hacerse tangente a est 
Lo temeratrices, 


| PENETRACIÓN POR MEDIO DE PLANOS DE SECCIÓN SENCILLA 


Aplicable a penetraciones entre pirámides, prismas, cilindros y conos entre sl. 


Determinación de los puntos de la penetración. —Bascs delos sólidos coplanares. 


[Nas rca ds ea cs 
| som otro cono o pleámide.—Al determinar 
la penetración de las generatries de un sólido 
con el otro por medio de los planos de sección 
tencia se lega a la siguiente conclusión: 
"Todo los planos que cortan a ambos sólidos 
según secciones sencillas o sea, únicamente se- 
són generatices, deben pasar por los vértices 
de ambos sólidos, 

El lugar geométrico de todos citos planos es 
la recta x definida por los vértices respectivos 
KV y T), que denominamos «la recta sencillas, 


Para determinar la sección producida por un 
Plano de sección sencilla B, cualquiera, soboe los 
dos sólidos, basta con hallar la intersección i de 
¡ste olano (de sección sencilla con el plano de 
¡ls bases (suponemos por ahora que ambas están 
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La intersección 4 (de cualquier plano de sec- 
ción sencilla), debe pasar por el punto S, pe- 
nescación de la arecta sencillgs » coa el plano 
delas bases a 


El punto S, la penetración de a recta que une 
los vértices (recta sencilla), lo denominamos. 
«punto sencillos, 


La intersccción 1 cora las bases de los sólidos 
«a los puntos A, B, C, D. 


“Construyendo las generatrices VA, VB y TC, 
TD, éstas se cortan (están en el mismo plano), 
en los puntos 1, 2,3, 4. Por estos puntos debe 
pasar la curva o poligonal de penetración. 


Desplazando los planos de sección sencilla, 
sus intersecciones con el pleno de las bases 
siempre concurrirán en el punto S, sin embargo, 
cortarán las bases en puntos distintos alos sóli 
dos, según gencratrices distintas, que se cortaráa. 
entre sl en puntos correspondientes a la linea de 
penetración entre los cuerpos. 


Cuando se trata de pirámides, hay que asar 
sa intersección E por todos los vértices de las 
bases respectivas 


Cuando se trata de conos, hay que repetic el 
proceso suficientes veces, usando primero aque- 
os planos que pasan por las generstrices de 
contorno y después aquellos planos donde fal- 
tan puntos para determinar correctamente la 
curva de penetración. 


Nora: 


Sila recta s es paralela al plano de la base a 
o corta en $, que está en el info), todas 
las rectas resultarán paralelas ala rectas (pasan 
por $ ea el infnico). 


B) Penetración de cono o pirámide con 
cilindro o cono.—El proceso es semejante al 
oterior, La erecta sencilla (Jugar geométrico 
¿e todos los planos que cortan a ambos sólidos 
segiln sección sencilla), pasa por el vértice del 
ono 0 pirámide y es paralelo al eje del cilindro 
como (pasa por su vértice que están el infinito). 

«El punto sencillo So, es igualmente el punto. 
de imersección de la reta sencilla con el plano 
de las bases, e. 


C) Penetración de cilindro o prisma con 
otro clladro o prisma.-Todos los planos 
que corten a los dos aólids según (scoiones 
sencillas) generatrices, deben estar paralelos a 
la vez a los ejes de ambos sólidos, o sea, estar 
paralelos ere sl 

Sus intersecciones con el plano de las bases 
deben estar también paralelas entres. 


Proceso: 


Se escoge un punto arbitrario My por este 
Punto trazamos rectas a y b paralelas a Jos ej 
de os sólidos, formándose así el plano ab — $ = 
plano de sección sencilla tipo 

La intersección 4 == sinersección tipo», entre 
este plano y el plano de las bases a, nos define 
la dirección de todas las demás intersecciones 
e los planos de sección sencilla; todas son pa- 
allas cutre sí. 
Nora: 

Amabos vértices de los sólidos están en el jn- 
Maio, 

La recta que los une = recta sencill, también 
está en el infinito, 

El punto sencillo está sobre ella en el infinito, 
Todas las intersecciones de los planos sen 
¡silos pasan por $ — están paralelas entre sl 
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PUNTO. stnenio 


IL. Tipos de penetración. — Se desominao 
planos de sección sencilla Hemites 4 aquellos 
laos sencillos que son tangentes 2 wn sólido 
y cortan o tocan al otro, 

Las intersecciones de estos planos con el de 
la base tocan a une base y cortan o tocan a la 

La parte comprendida entre los planos lmi- 
tes, está afectada por la penetración, en cambio, 
ln parte externa de los sólidos, fuera de los pla- 
mos limites, está intacta, las generarices corres- 
pondrentes a este secror de ls sólidos están inin= 
terrumpidas. 

Los sectores de las bases que están fuera de 
los planos sencillos límite se denominan partes 


Impares o impropias. 


No hay penetración. 


has partes ampropias están sobre el mismo 5. 
do. 

La curva o poligonal de penetración ea ente 
caso se divide en dos. Todas las generarices 
de un sólido están interrumpidas por el otro. 


Penetración Incompleta o entalladara. 
Se obriene cuando las partes impropias están 
cada una sobre base distinta. La curva o poli 
tonal cs una Curva única en cada una de lor 16- 
idos habrán generatrices que no están interrum- 
pidas por el otro (aquellas que corresponden a 
la parte impar del sido). 


Un puato doble.--Cuando un plano límite 
es tangente a la vez a ambos sólidos, la curva. 

Poligonal tendrá un punto doble (correspon- 
diente al corte de las generatrices según las cuar 
les el plano toca a los sólidos), pasará dos veces 
por el mismo punto. Desaparece una parte im- 
propia. 


Dos puntos dobles. Cuando ambos pla- 
mos límites som tangentes a la vez a ambos 
sólidos la curva tendrá dos puntos dobles. 
Desaparecen ambas. partes impropias, todas 
las generatrices de ambos sólidos som cortadas. 
Cuando lalínez de penetración es curva (conos 
9 cilindros), esta curva que en los demás casos 
ss de 4.* grado degenera en dos curvas de 27 


Arado, que se cortan precisamente en estos pun 
os lobler 


Puntos 00m 


HL. Unión de los puntos. —Hemos visto cómo se pueden determinar los puntos, bien sca 
de la curva o de la polígonal de penetración entre pirámides y prismas, conos y cilindros. 


Sin embargo, una vez obtenidos estos punto», sí se los determina salteados, se presta a 
confusión ru unión correcta, Veremos cómo predeterminas su futura unión; sta depende de 
la forma de las bases y del «punto sencillo» 

Intersección tipo, 


Bases poligonales, — Como nos interesan las 


por todos los vértices de los polígonos de 
ases (y pasar por el punto sencillo o ser pac 
a la intersección tipo). 
Determinamos los planos límites, las partes 
y el tipo de penetración. Los vértices 
la poligonal de penetración corresppaden a 
Penetración de las ariscas y los lados de la 
a la intersección de las respectivas 
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Supongamos dos bases (por ejemplo de dos 
prismas X e Y), hemos determinado ya 
tersección 1 del plano tipo; hemos trazado las 
intersecciones paralelas de todos los planos que 
pasan por alguna arista y hemos determinado las 
partes impropias. La penetración del ejemplo 
Gloseado es una enalladura; la poligonal es una 
poligonal única. 


Vamos a dar nombre, números iguales, 2 las 
geneestrices que se cortan. Números arábicos, 
a los puntos en las bases, y números romanos 
al punto de corte enla poligonal de penetración 
Así la generatri 1 (Y), se cortará con la arista 
1(X) según punto I; 2 se cortará con 2 en un 
punto ML, etc, Los números a su vez estarán co- 
locados de tal manera que el vértice T se unirá 
con el H, éxte con el MI, etc 


Colocamos el número Y a las generatrices 
correspondientes a un plano límite, Un lado 
de la pligonal de penetración corresponde al 
corte de las caras AB con EF, siendo un vértice 
en la penetración de la arista a (D, y el otro en 
la pencacón dela aca (1), Los putos 2 
corresponden al vértice más cercano F en la 
ase y arista AB respectivamente). La poligonal 
de penetración seguirá ahora correspondiendo 
al corte de las caras AB con PG, el vértice 
guiente II estará sobre la arista los puntos 3 
estarán en B y sobre FG respectivamente 


Haciendo el proceso mecánicamente, basta 
recorrer las bases de los sólidos en el sentido. 
escogido al principio y colocar siempre el mu 
mero sobre el vértice inmvediatamente próximo. 
y el número correspondiente a éste en la cara 
¿del otro sólido. Cuando se lega con la nuera 
ción a wna parte impropia (4), es necesa. ale 
volverse en el sólido respectivo (Cambiar el som 


tido del recorrido, ya que las generatrices de 
esta parte no están interrumpidas por la pene- 
tración). La ilustración muestra mejor la nume- 
ración de las bases. 


La poligonal de penetración es la L-IL.X-L. 
El último vértice se unirá con el primero. 


Canguro: 

En cada vértice de la bae (ente los planos 
límites), deben estr dos números—cada arista 
entra y sale del sido; sn embargo, es posible 
obtener un número impar de vértices (vr ejem 
plo siguiente). 

Cada plano límite produce dos vértices de 
la poligonal (ues o cuatro sí pasa a la vz por 
varios vérics de las bases). 


Ejemplo del recorrido cuando se trata 
de penetración completa. —Trazados todos 
Jos planos (vus intersecciones con el plano de la 
base) se determinan los planos limites y las par- 
es impropias; éstas están sobre tun mismo 1ó- 
lido -» 2 poligonales separadas, una y otra co- 
rrespondiente a un recorrido completo de las 
ases del sólido a la derecha. 


Las poligonales son respectivamente 
L..—1v 
y V..— IX Y, 


La intersección 1, produjo tres vértices, de- 
ido a que las arista se cortan según punto 1V. 


Un punto doble: (Un (1) plano e tangente 
1 Jos don sólidos).—Esinte solamente una parte 
[lmpropia. El punto IV y VIH coinciden en el 
paco, es ua punto doble, la poligonal pasa 
veces por el mismo sii, se puede suponer 
se rat de una poligonal nica quese cota 
de ds ple que esc (egin se 
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Dos puntos dobles (Existen dos (7) planos 
ue son tamente los dos sólidos a la ve). 
No bay ninguna parte impropia. 

La poligonal se corta dos veces (según los 
puetos 1 = Y y X= VI. 


Onservación: 


Para obtener los números correctamente es 
sario, después de recorrer una vez la base 
completamente (en el punto V), cambiar la 
dirección del movimiento en la numeración en 
uno cualquiera de los sólidos (al Negar al plano 
mite, tal como si estuviera allá todavía una 
parte infaitésima de la parte impropia). 


Bases curvas: (planos obligados).— Cuando 
las bases de los sólidos son curvas (cono o ci- 
lindro), los planos de sección sencilla sobliga- 
“om, son aquellos que pasan por las generatices 
del contorno (en ambas proyecciones), además 
de los planos límites. Si después de ser trazadas. 
laz intersecciones de estos planos con los planos. 
de las bases todavía hacen falta más, se deter- 
minan tantas cuantas se descan, 

y 


Numeración: 


Para la mumeración se procede de una forma 
“semejante como en los poliedros; sin embargo, 
podemos suponer wn vértice siempre y cuando. 
la intersección corta ala base. 

Cada plano nos produce“cuatro puntos de 
penetración (con excepción de los planos le 
mies). 

“Todo lo explicado con respecto a punto sen- 
illo, intersección tipo, planos limites, partes 
impropias, penetración, enalladura, puntos do- 
les, ete, es válido tanto para conos y cilindros, 
«como para pirámides y prismas; igualmente como. 
para todos los sistemas de proyección. 


Unión de los puntos.—Una vez encontra- 
dos los cortes de las genertrices respectivas 
(atemeros romanos), los puatos se unen según 
una curva. Esta curva es de 4,” grado (a menos 
que degenere ea dor de 2* grado, cuendo los 
planos límites 50m tangentes a los dos sólidos 
8 la vez). Por esta razón, la curva debe tener 
forma continua (ver ilustraciones). 


La curva es tangente a las genertrices que 
coresponden a los planos leites (ls que 
parten de los extremos de la parte impropio) 
+ igualmente a las del contorno cn los puor 
09 deerminados por los planos que pasao 
por éstas. La curva de penetración no puede 
abandonar en ninguna parte a ninguno de lor 
don sólidos y mo debe estar interrumpida en 
ninguna proyección. 


rarso 


IV. Vinibilidad.—La visibilidad, en general, se determina igualmente como en todos 
los problemas de Geometria Descriptiva, sin embargo, se pueden señalar algunas partícula- 


ridades en la penetración. 


La visibilidad depende del tipo de problema 
(ver página 200) si se desen representar por 
ejemplo“el conjunto de los dos sólidos (que es 
lo más común): 


a) No se representan aquellas partes de las 
aristas o generatices que estén dentro del otro 
ú6lido (segmentos comprendidos entre dos nú- 
meros sobre la misma arista o generatri). 


B) A cada vértice en el espacio llegan tres 
“0 más aristas (emíaimo tres para que se forme un. 
Vérico). 
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e) Para que un punto de la curva o poligo- 
al de penetración sea visible debe estar sobre 
las caras visibles de ambos sólidos; sobre ambas 
generarries visibles, Pare elo se puede observar. 
los números de las generatrices vistas en cada 

== *— sólido y en cada proyección y aquellos núme- 
os que estén vistos a la vez en ambos sólidos 


DO! <a la proyección homónima som vistos en la 
penetración. 


Vane 4) La curva. poligonal cambia de visibilidad 

“únicamente cuando llega al contorno de uno de 

los sólidos, si era visible deja de serlo, pero sí 

ra invisible, no necesariamente e verá después. 

Si se desea representar la parte común a los dos sólidos o el sólido con el hueco produ- 

cido por el otro sólido se procede de una manera simila, pero fijándose en cada caso en las 
particularidades respectivas. 


Vo. Bases de los sólidos están en planos distiotos. —Si las bases están en planos dis- 
tintos, el tipo de penetración, los planos sencillo, ctc., no se modifican; sin embargo, en vez 
e determinar el «Punto sencillos único, es necesario determinar la penetración de la «Recta 
sencilla», en ambos planos (dos puntos sencillos) o la intersección del plano sencillo tipo con 
“amabos planos donde están situadas las hases. 

Siempre es necesario determinar la intersección ente los planos de las bases. El haz de las 
intersecciones de todos los planos sencillos pasa por ambos puntos sencillos (o es paralelo 
a la interscción tipo) y se quiebra sobre la intesección entre loe planos de la base. Con la 
"numeración se procede como anteriormente, pero hay que seguir ls líneas quebradas (ver 
Página siguiente). 

Nora: Si una base se proyecta en una vista como una recta y la otra base en la otra pro- 
yección se ve también como una recta (ejemplo una base horizontal y otra vertical), es nece- 
sario trabajar a la vez con ambas representaciones. 


Obuerven el trazado de los planos sencillos: 


Sa = puto sencillo de plano a; 
SA = punto sencillo de plano; 
ha lnnccción cre y 8 

ha intereciones de ls planos senil. 


PENETRACIÓN DE SÓLIDOS CON BASES EN PLANOS DISTINTON 
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PENETRACIÓN POR PLANOS DE SECCIÓN SENCILLA (procedimiento) 
PENETRACIÓN POR CORTES HORIZONTALES (o planos proyestantes) 


Cuando los sólidos que se penetran ofrecen 
la poniblidad de determinar sus secciones ho- 
rizontales (o análogas) fácilmente, puede resul- 
var más conveniente para hallar la penetración, 
cortar ambos sólidos con estos planos, determi- 
ar las secciones y los puntos comunes de estas 
2 secciones; repitiendo el proceso, hasta obtener 
Deteminae la ect sencilla que pasa por: Determinar el plano sench vufiientes puntos para trazar la curva. 

—--- | to io (paralelo a los ejes 


== 


A 

ener az 
as 
ca 


"Trazar odas ls intersecciones de on planos sencillos necesarios con elo los planos de la 


5. | pasan porel 0 los puntos sencios som paralelas la inereo- 
cin tipo 


pasan por todo los várices de as buses lu genersrices e contormo, según el caso 


Ente proceso es úuil para penetración, por 

0 | iueerar 19 buses sl A ejemplo, entre dos conos con bases circulares, 

7 | "enanas genersrcescorespondienes alos números cono con cilindro o esfera, cono con pirámide: 
prisma, cilindro con prisma, etc, 


1. | Pasca on core delas parejas de generntrices (con el mismo número) 


9 | Unicos pueros de a poligonal o curva de pensión 
10 | Represnts «latido de noerdo con el enunciado y la visibilidad correspondiente 


Noms 
E proceso descrito se puede use en todos os sistemas de proyección. 
CU la proyeción cónica, las Insersecciones que en el espacio son paralelas er sl, aran 
por l punto de fuga conespondient, Vésse Tomo II). 


ESTUDIO DE GEOMBTRÍA DESCRIPTIVA 7 


ESFERA 


Lasuperficie ssféica es el lugar geométrico de todos los puntos que equidiscan del centro. 


es ortogonales como una circunferencia con 

¡centro y radio igual al de la misma y en proyec» 

ción oblicua como clipse, véase página 164. 
Cualquier sección plana sobre la esfera es una 


circunferencia. O) 
Círculo mayor, Cualquier seción. plana 

¿e la esfera, cuyo plano pase por el centro de 

la esfera; el radio de ete circulo es igual al de 

Ja esfera, La menos distancia entre dos puntos 

shedidos en la superficie se determina contru- 

yendo wn circulo mayor que pase por esos pun- 

10s (en navegación, tigonomenría sfrica, ec). 


La esfera se proyecta en todas las proyeccio S 


Círculo menor. —Corresponde a la sección 
plana que no pasa por el centro. 

Ecuador.—Es el cicculo meyor horizontal. 

Meridiano. —Es el circulo mayor frontal. 

Paralelo. Cualquier sección horizontal de 
la esfera 

Polos de un círculo de la esfera, - Están 
en los extremos del diámetro perpendicular al 
plano del circulo. 


Puntos sobre la esfera.—Para determinar 
un punto situado sobre la esfera (conociendo A"), 
basta construir un paralelo que pase por el punto, 

Fue se proyecta en la proyección ventical 
como una cuerda horizontal y en la proyección 
horizontal como una circunferencia de radio 
igual a la semicuerda AP, estará sobre la línea de 
relerencia y sobre el paralelo correspondiente. 
Se obtienen dos soluciones (a menos que el 
Punto esté sobre el meridiano). 
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MM 


Igualmente se podría construir un corte 
frontal que pase por el punto y que se proyecta 
cn la proyección vertical como una circanferen- 
«ia y enla proyección horizontal como una cuer- 
de frontal de longitud igual al diámetro de la 
circunferencia. 


CONSTRUCCIONES DE LA ESFERA 


La esfera está definida en el espacio por cuatro (1) condiciona geométricas, que pueden 


er de distinta índole: 


== 
CONDICIONES DE TA ESPERA 
Hay otra vz dos soluciones (xdéntics como _— = 
o: der ticón | a 
o 3 [cmo aime o 
(EN 1 con pd ae 2 Mc is stc ls de cr B 
vez hay dos scluciones, a menos que el punto. 1 | Pino operen donde sd eee del era . 
e me el eo. | E 
: 1] apart eo o 
EN Proyección de un punto C sobre el ecuador 1 Rao dede ete B 
ES y D sobre el meridiano. | E COEN mm 
1 ec ocn rs tea . 
3 | Pino o saperte Ztangene con pum de anna Y To 
1 2 Plano o supertcie tangente con teta de tangenca To 
| 1 [roo o sapertcie Tiago aa ete se 
| o rms: 


RRA 
LESA 
vs 0 poc al cs 
E 


2) Cuatro(4) puntos sobre la esfera A, B, 
(C, D.—El centro debe equidistar de estos cuatro. 
Puntos una distancia = £. 

El centro O debe esta en el lugar geométrico 
de todos los puntos que equidistea de A y B 
(un plano « perpendicular a la recta AB que 
pasa por el punto medio entre A y 1); igual- 

debe estar en P, lugar geométrico aná- 
de € y D y por ejemplo y de B y Co 
¡st se obtienen tres planos a, y; el centro O. 
¡estar en el punto de corte de ellos, El radio 
Je la distancia DA=ÓB -OC=0D (verificar). 

Com1cióx: Los cuatro puntos dados mo pue- 
den ser coplanares. 


1) Centro O y un punto A sobre la superficio de la cafera.—Se determina la dis 
tancia del punto A al centro O = AO =x = radio de la esfera. 


us 
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Y) Resta tangente t con pueto de tan- 
gencia T y dos puntos A y B.—El puno T 
equivale a uno doble. El centro O de la esfera 
ete exar: en un plano a perpendicular a la 
recta € que pasa por el punto T (suponemos 
que sobre la recta 1; inmediatamente al lado de 
Y está l punto T; el plano es el lugar peomé- 
ico de todos los puntos que equiditan de 
Tm 

Fa un plano P perpendicular a AB que pasa 
por el pumto medio de ells, 

En un plano y perpendicular a AT que pasa 
por el punto medio de ells. 

sá ca la intersección de estos res planos. 

El radio r=OT-OA=AB (veran 


Conorción: 
La recta £, y los puntos A y B mo pueden. 
estar coplanares 


4) Plano tangente + con punto de tan= 
gencia T y un punto A.—El centro O está 
sobre una recta que pase por T y esté perpendi- 
«cular al plano x; además equidista delos puntos 


5) Plano e 
gencia T y otro pla 
punto T se levanta un plano y perpendicular a 
la intersccción 1 cee los planos dados y se bus= 
a la intersección a y b de este plano con los 


encuentra el punto T' sobre la recta b, siendo 


En los puntos T y Tse levantan rectas p y P” 
perpendiculares a = y P respectivamente. El 
conte entre p y p' Corresponde al centro de la 
cera. 


9) Recta tangente t y tres puntos A, B, 
€. Sobre la superficle.—Se determina la pe- 
etración P de la tangente £ cn el plano ABC. 
La potencia de ete punto P 4 la circunferencia 
que pasa por los puntos A, 1, € es igual ala 
de la esfera pedida (véme pág, 190); se rebare 
el plano ABC y se determina la distancia PQ, 
del punto Pa la circunferencia, medida sobre 
la tangente, situada ca el plano ABC. Esta 
misma distancia se coloca desde P sobre latan- 
ente dada e; (observe que hay dos soluciones) 
y se obtiene cl punto de tangencia T (o 1). 
El pesto del problema es análogó a los ejem 
pl 2 y 3, 


7) Plano tangente x con recta de tan- 
¡gencia t y des puntos A y E sobre la super- 
ficke.—Se determina la intersección P de la 
recta AB en el plano tangente x y la potencia 
de ete puso P a la furura afro, que correr 
ponde al producto PA X PB y que debe ser 
igual a (PT) o sense determina la distancia d 
dende el pumto P al punto de tangencia Y de la 
sera y el plano; te debo estar sobre la recta 
+ (rtase pág. 190) ¿Observe que hay dos, una o 
ninguna solución, según sil distancia d cs ma- 
yor, igual o menor que la distancia dl punto P- 
lla recta de tangenci t, respectivamente, 


Una vez determinado el punto T, el problema 
«es semejante al ejemplo 3 (6 4). 


Pura las denominaciones de las partes de la 
superficie de la cfera, vénse página 122. 
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SECCIÓN 


PLANA DE UNA ESFERA. 


La sección plana de una esfera es siempre una circunferencia. 


Plano horizontal (o frontal).—La sección 
se proyecta ca la proyección horizontal (o ver- 
Yical respectivamente), como una circunferencia, 

Plano de camto.—Proyección vertical: La 
«circunferencia de sección ve proyecta como una. 
Cuerda 1"Z, que correponde a un diámetro de 
ll, El diámetro perpendicular 4 1-2 es el did- 
metro 3-4. $ es el centro de la sección. 


Proyección horizomel: 1* y 29 están sobre 
«l meridiano, El centro 8* está en la mitad entre 
1 y BB y 4% están sobre una recta de punta 
y distan del centro 5* el radio de la sección 
€ o semicuerda = 197. 


La sección en proyección horizontal es una 
elipse con diámetros principales 1% y 3%. 
Puntos sobre contorno: 6 y 7, 

Plano vertical. Se procede a la inversa de 
lo anterior. 


Plano cualquiera, —Por cambio de plano: 
lnea H-3 es perpendicular aJa recta Borizontal 
del plano), llevar el problema sbejemplo anterior. 
Determinar los puntos 1-5 que corresponden a 
“iámetros conjugados y buscar sus proyecciones 
respectivas, 

Por giro: (El eje de rotación pasa por el cen- 
tro de la esfera), se determinan 1-5 y se busca 
sus proyecciones iniciales. 


Por proceso directo: La sección es una cir- 
«unferencia, cuyo centro C está sobre la recta p 
¡que pasa por el centro de la esfera O yes perpen- 
cular al plano secante a. La circunferencia 
está en el plano secante a. (C está en la ínter- 
sección entre p con a.) El radio r es el caro de 
un triángulo rectángulo, cuya hipotenusa es el 
radio de la esfera R y el otro cateto es d == OT. 


Paocrotusento: Levantar en el centro O una. 
recta p perpendicular al plano a. 

Determinar la intersección C entre p y a; y 
la distancia OC. 

“Construir el triángulo rectángulo con catero 
DIO — 4 < hipotemusa R = radio de esfera 
(triángulo O"CRM2). 

El cateto CUM x cs el radio de la circun- 
ferencia de sección, 

Para construir la sección basta con construie 
una circunferencia con centro Ca radio £, sinuada 
en el plano a. 

(Según proyección de una circunferencia: 
Página 107). Cuidado con los puntos de contacto 
on el contorno dela esfera, Deben estar en am- 
bas proyecciones sobre el ecuador y meridiano. 
respectivamente, 


INTERSECCIÓN DE UNA RECTA CON UNA ESFERA 


Recta perpendicular al plano de proyec- 
ción.—En una proyección se ven los puntos de 
penetración A" y BY (C* y D') directamente. 


Estos puntos deben estar « la vez sobre la 


sección horizontal (un paralelo) por dicha recta. 
Es un caso particular de la posición que sigue. 


Recta paralela a un plano de proyección... 
Por la recta a se traza un plano secante a hori- 
ontal (o frontal) y se determina la sección co- 
ruespondiente (tapada), que se proyecta en la 
proyección horizontal (o vertical) como una 
rcunferencia, 


Elcorte A, B, entre la recta y la circunferencia 
corresponde a los puntos de intersección. 
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TRÍA DESCRIPTIVA Z 


Recta cualquiera: 

1) Por cambio de plano de proyección 
hacer la recta paralela al plano de proyección; 
¿después proceder según el artículo anterior (V-3 
+s paralela a 40). 

2) Por rotación hacer la recta paralela al 
plano de proyección (se recomienda pasar el 
eje por el centro de la esfera) y seguir como an 
teriormente. 

3) Por rebatimiento del circulo máximo: 
El centro de la esfera y la recta forman un plano. 
<a que corta la esfera según circunferencia má 
xima; rebatiendo a alrededor de una recta ho- 
rizontal que pasa por el centro de la esfea, la 
proyección rebatida del circulo coincide con el 
«contorno de la esfera. Para rebati la ecta a se 
escoge un punto A de la recta, arbitrio. Los 
puntos X* e Y” puntos de corte de la recta se- 
batida con el circalo rebatido son los puntos de 
corte, Posteriormente se determinan las proyec» 
ciones horizontales y verticales de ellos, 


PENETRACIÓN DE ESFERA CON SÓLIDOS 

Esfera — cilindro o coho con base circu- 
lar.—Para determinar esta penetración usare- 
mos el proceso de «cortes horizonsales. Estos 
sortes cortan a la esfera según circunferencias 
que se proyectan en proyección horizontal en 
verdadero tamaño y al cono o cliadro según una 
sección semejante a su_base horizontal. Los 
puntos de corte entre estas secciones correspon 
den a puntos de penetración, Estos planos se 
construyen arbitrariamente, pero conviene ade- 
más determinar con exactitud los puntos de 
corte correspondientes al contorno delos sólidos, 
Plano 1 coplanar con el ecuador y 2 conmel 
contorno vertical del cono. La curva de pene- 
tración es de 4 grado. 


Esferz — cilladec o cono con base olíp- 
ties, — Determinar una sección circular s0- 
bre el cilindro o cono, efectuar un cambio de 
plano de proyección paralelo a la sección cir- 
ular y continuar como anteriormente. 


Oraa roma: 


Sobre un papel transparente dibujar la 
base del cilindro y para cada corte horizontal 
sobreponer esta sección com la sección de la 
esfera, obteniendo los puntos de corte (para 
evitar así el dibujo excesivo de ls elipse idén- 
ticas a la baso). 


Esfera — pirámide o prisma. Por cor- 
tes horizontales: Proceso semejente al (cb 
indro y cono), solamente que la sección del po- 
liedro es una poligonal, la penetración corres- 
ponde a varios arcos elípticos que se cortan en 
las aristas del sólido. 


Por planos de sección de las caras.—De- 
terminar la sección producida por las caras del 
Poliedro (ver sección plana de esfera). Es un 
proceso más exacto pero probablemente tame 
bién más largo. 


Esfera — cilindro o prisma vertical. 
En la proyección horizontal la penetración es 
inmediata 

Para determinar la proyección vertical basta 
¡con fijar odos los puntos de la pentración sobre. 
la esfera. (Ver puntos sobre la esfera). No olvi- 
den la determinación de los puntos sobre el 
(1, 2, 3 puntos obligados de la curva. 
¡Que es tangente en ellos al contorno). 
La curva es simétrica con respecto al ecuador 
la esfera 
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LENTE ESFERICO 
FLLENTE esc sólido común ente dos esferas. 
Eje del lente —Es la unión de Jou centros de 

Jun esferas que generan el Jese. 


Directriz del lente —ESs la linea de intesec- 
ción entre las esferas que generan el lente; es 
siempre una circunferencia ortogonal al eje del 
lente. 


Centro del lente C-—Es el cenmo de la 
direcrin. 


Sección peiocipal del lente —Fs la sección 
que contiene el eje del lente, o sea, que pasa 
por los centros de las esferas que lo generan. 

Es un cusdriliteso con lados iguales a radios 
de las esferas generadoras del lente; diagonal ado 
igual a la distancia entre sus centros; y la ota 
diagonal, perpendicular a la primera es igual al 
lleno 2r de la circunferencia (directrin) del 
lente. 

Existe correlación entre los valores Ru Ra 
(radios de las esferas generadoras) d (distancia 


ano ma to ceros de ls cera) y deso 2e 
de la directriz Se deben conocer 3 de caos 
valores para definir el ente. 
CONDICIÓN 
caso 

Za 

A cer 

eS a mr 

NES 0yR,= Ra 

4 | Lente cóocavo 21 Ro Ra 

5 | Fingencia loser RR, 

Ss | rima o] 27m 

7 | Lonso imaginario bobitad 


(Cuidado con la viibilidad y puntos de tangencia en el contorno, véase página 216). 
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ILUMINACIÓN, SOMBRAS, REFLEJOS 


“Cuando se representan algunos objetos en Geometría Descriptiva, se puede lograr mejor 
visualización de éstos, si se iluminan y se representan las sombras Correspondientes u esta 
iluminación (la sombra es en realidad una proyección del objeto) 


Poco De ur 


Mumminación focal. Cuando todos los rayos 
de luz parten de un mismo punto (laminación 
Artificial) la iluminación se denomina focal, 


Huminación radial.--Todos los rayos par- 
ten ostogonalmente de una recta. (Semejante a 
la proyección radial). Corresponde ala lumina- 
ción que produce una lámpara tubular (por 
ejemplo, la limpara fuorescente). . 


Muminación paralela.—Cuando los rayos 
de luz parten desde el infinito —todos los rayos 
son paralelos, La iluminación se denomina par 
ralela (luz matural del so. 


= 
SA 


Muminación técnica o, también, Humi- 
mación diagonal.—Se denomina así, en Geo- 
metría Descriptiva, a la iluminación, cuyos rayos 
on paralelos entre sl y tienen la dirección de 
la diagonal de un cubo, cuyas caras estén en los 
planos de proyección. 


ERAS 
La proyección veria! y horizontal de eos 


xayos forma ángulo de 45% con la línea de tierra 
a 


ESTUDIO DE GHOMETRÍA. RIPTIVA A 


SOMBRAS 


Las superficies de los objetos están o iluminadas (cuando Jos rayos de luz pueden llega 
directamente a esta superficie), o bien, en sombra (cuando los rayos de luz no llegan directa 
mente hasta la superficie. 

Hay dos clases de sombras: 


Sombra propia.—Es la parte no iluminada 
del sólido, y depende del objeto y de la ilumi- 
nación. (En las fotografías de personas las caras 
de las personas debea estar iJuminadas; las fases 
de luna, ere) 

La línta que divide la parte iluminada y la 
parte en sombra del sólido se denomina la se- 
paratriz de luz y sombra. 


Sombra arrojada. —Es la sombra que arro- 
a un objeto en el espacio (érboles en la playa, 
relojes solares, ec), y depende del objeto, de la 
iluminación y de la superficie sobre la cual se 
arroja esta sombra. 

La línea que bordea la sombra arrojada se 
denomina el contorno de la sombra arrojada, 
y corresponde, punto por punso, ala sombra de 
la separatriz de luz y sombra. 


Sombra de un punto, —Para determinar la 
“sombra arrojada de un punto A cs necesario par 
sar un rayo luminoso por este punto A y deter- 
minas dónde éste penetra en la superficie sobre 
la cual buscamos la sombra. 


Punto en el plano vertical enla traza vertical de 
este mismo rayo (Ay). 
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¡NOMENCLATURA USADA PARA LA SOMBRA ARROJADA 


“Como la sombra arrojada depende del objeto 


sore 
CRETO ¿4 oe La peso y de la superficie sobre la cual se busca esta 
A sombra, usaremos una nomenclatura que reúna 
Asi todos caos ets: 
some? 
A Conserramos el nombre del objeto, colocan 
A e tan 
ARA bre dela supe como sbladice 
Nora: 


2) Esta momenciatura tiene la desventaja de que usa demasiadas letras, pero, en cam- 
bio, conserva el significado de cada elemento; una vez dominada bien esta parte de la 
materia se puede omitir alguna de las letras, de acuerdo con la conveniencia de cada caso. 


BJ Nótese que cada objeto tiene dos proyecciones, por consiguiente la sombra también. 


£) Los textos de Geometría Descriptiva usan varias nomenclaturas, algunas de cllas se 
pueden observar en la tabla siguiente: 


NOMENCLATURA DE LA SOMBRA ARROJADA 


ro opa ruso (o serna] 

y paz ver B 
NA 

CO IC KK 

Aa [a | 0 Pr a | a a 0 | ero 

aaa , ro 

ao ]w 0 E 

A 


ESTUDIO DE GEOMETRIA DESCRIPTIVA 


Sombra de una recta, Se determina la 
sombra de dos puntos A y B de esta recta. 


La sombra de una recta AB sobre un plano 
será otra vez una recta que pase por la sombr 
de estos puntos 


Observe que la sombra en el plano horizon- 
tal pasa por la traza horizontal de la recta. 


Sombra de una circunferencia.—Se de- 
terminan dos diámetros conjugados de la cit= 
cunferencia y se busca la sombra de los vértices 
de éstos, que corresponden a los vértices de los 
liámetros conjugados de la clipse de sombr 

Cúnicamente tratándose de iluminación paralela). 


Sombra arrojada de figura paralela al 
plano horizontal. La sombra arrojada sobre 
vn plano a de una figura ABC paralela al mismo. 
plano « es una Sgura (ABC), igual y paralela 
A aquélla (paca iluminación paralela). 


Sombra arrojada de una circunferencia 
horizontal sobre un plano horizontal. —Es 
una circunferencia de igual radio y con centro 
Cam correspondiente a la sombra del centro € 
¿e la ciecunferencia (para iluminación paralela) 


20- 
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Sombra de ua polledro.—Se determina la 
sombra arrojada de los vértices de este sólido, 
e busca el contorno de esta sombra (VBCA)un- 


La separatriz de luz y sombra corresponde 4 
las aristas VB—-DC—CA—AV (segón el con- 
torno de la sombra arrojado). 


Sombra de un cono.—Se determina la 
sombra del vértice y la de la base. La sombra 
de las generaices corresponde a las uniones 
de la del vértice con la de la base. 


El contorno de la sombra arrojada se obtiene. 
trazando las tangentes a la de la base por la del 
vértice. La separarriz corresponde a las genera 
trices que han producido el contorno (1 y 2). 


Nora: 


su mid. 


Sombra de un cilindro. Se determina la 
sombra arrojada de las bases del cilindro. 


El contorno de la sombra se obtiene, trazando. 
las tangentes comunes a las bases (— sombra 
de las genermices de separación cotre luz y 
sombra). 


Nora: 


Los dibujos en exta página tienen determina 
de únicamente la sombra arrojada en el plano 
horizontal. Para determinarla en el plano ver- 
cal, véase la página 253. 


ESTU 


s 

Sombra cllíadrica de u=s enfera—Le 
sorabre arrojada sobre un plano de una esfe 
xa, con iluminación paralela, es una elipse cuyo. 
diámetro menor es igual al difmetro de la esfera 
y cuyos focos corresponden a las sombras de 
los puntos más cerceno My del más alejedo N 
con respecto al plano sobre el cual se busca la 
sombra. 

(Según Dandelin, página 186; los rayos que 
envuelven la esfera producen wn cilindro de 
revolución. El plano sobre el cual te produce 
la sombra equivale al plano secante. Los focos 
de la elipse de sección que corresponden al pun- 
to de tangencia entre el plano secante yla esfera 
equivalen a las sombras del puato más cercano. 
y del más lejano de la esfera con respecto al pla- 
o sobre el cual se busca la sombra. La elipse 
de la sombra arrojada equivale a la elipse de la 
sección del cilindro.) 


La sombra propia es una circunferencia con 
centro en el centro de la esfera, situada en un 
plano perpendicular a la dirección de los rayos 
y con radio igual al de la esfera. (Otra forma de 
determinar la sombra arrojada por la esfera es 
buscar la sombra de la circunferencia corres- 
pondiente a la separatriz de la sombra propia 
ABCD) 


Nora: 

En la iluminación técnica la elipse corres- 
pondiente a la sombra arrojada sobre los planos 
de proyección y también la elipse correspondien- 
e ala proyección de la separatrz de luz y som= 
bra, som equilters. El triángulo, cuyos vértices 
corresponden al extremo del eje mayor y extre- 
mos del eje menor es equilátero. En la elipse 
“quilera los radios de los circulos osculatorior 
en los vértices dela elipse son 1/3a y 3b respec 
tivamente. 
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Sombra focal de una esfera. —La sombra 
focal, arrojada sobre un plano a, es una cónica, 
cuyos focos corresponden a la sombra de lor 
Puntos más cercano M y más alejado N, con res= 
pecto al plano sobre el cual se busca la sombra 
(según Dandels). 

Si el foco luminoso PP está más lejos que el 
punto N (y todos los demás puntos de la esfera) 
con respecto a a, la sombra será una eliges si 
viene la misma distancia, una parábola y si cstá 
más cerca una hipérbola. 


La sombra propia es siempre una circunferen- 
cla menor 


Paca determinar la sombra se efectúa un giro, 
haciendo que el foco tenga el mismo vuelo 0 
altura como el centro de la esfera, o sea, que 
«el rayo principal, el que pasa por el centro de la 
esfera, se hace frontal u horizontal. Se deter- 
minan los puntos claves de la sombra y se los 
rota de regreso. y 


Sombra arrojada: Cónica con focos: som- 
bras de los puntos M y N, Vértices: sombras 
delos puntos A y E (en el contorno de la esfera). 


Sombra propia: Circunferencia menor, en 
un plano perpendicular al rayo principal, con 
diiámetro igual a la cuerda AB y centro C. 


Procedimiento para la determinación de 
Aa proyección de la sombras 

1) Determinar la sombra arrojada del 
objeto sobre el plano horizontal. 

Paca elo se determina la sombra arrojada de 
los vértices y se busca el contorno de la som- 
"ra arrojada, Éste corresponde 


solido, cuyo eje 
liene la dirección de los rayos de luz. 
Onstnvación: 

Si el objeto tiene una posición particular com 
respecto al plano vertical, se puede determinar 
primero ésta (invirtiendo los pasos correspon- 
lentes ala sombra arrojada) 


2) Determinar la sombra propla. Bac 
Mándose en el contorno de la sombra arrojada se 
determina la separatriz ente luz y sombra, co- 
respondiéndose las aristas o generatrices. (Esta 
“sombra se puede determinar también determi 
mando superficie tangente al objeto que tiene 
la dirección de los rayos. La línea de tangencia 
«orresponde a la separatri). 


3) Sombra arrojada de un sólido sobre 
“otro, Cuando ve trata de varios objetos que pro- 
áucen sombra, o sólidos huecos, es necesario 
«determinar la sombra arrojada por wn sólido a. 
“otro (o la sombra en el hueco). Para ello nos 
"usamos enla sombra arrojada en el plano hori- 
omtal (paso 1) de todos objetos y determinamos 
Jas partes comunes de las sombras. Como no se 
¡puede perder ni crear ninguna sombra, no puede 
ner la de dos objetos en el mismo sitio; una 6 
ura deposita su sombra sobre otra y Ésta a su 
ez sobre el plano horizontal (punto 1). 

Para determinar esta sombra arrojada de un 
sólido sobre otro usamos la sombra sobre el pla- 
150 horizontal y los «rayos de vueltas. 


> 
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Determiaando el rayo de luz correspondiente. 
al punto 1 se ve que éxte queda obre la recta 
AD y sobre el rayo correspondientes el punto. 
ag está sobre la generatrié del cono (Ja separa- 
vriz de luz y sombra) y también sobre el rayo. 

El punto 1 produce la sombra sobre el cono. 
en Lac y éste nl vez la produce en el plano ho- 
rizomtal en Lay 

Para determinar más puntos de la sombra 
arrojada sobre el cono basta tomar la sombra. 
de otra generatriz o arta el corte entre esta 
sombra yla del objeto quel acoja (punto Za) 
hallar La generatíz o arista sobre el sólido y el 
punto que esté sobre esta generatiz 0 arista 
ac) y el rayo de a coepacivs 


OrsenvacionEs: 


a) Para determioar la sombra en un sólido 
hueco, se procede de igual manera (trabajando 
«con las generatrices del hueco). 


B) Ex indispensable determinar con exac- 
tud los puntos de tangencia, cambios de visi 
bilidad, tc. 


<) Si resulta dificultoso trabajar con la pro- 


4) Para poder revisar mejor el problema, 
hay que determinar también la sombra arrojada 
en la parte invisible del sólido; todos los puntos 
deben tener dos proyecciones y las lineas que 
“encierran la sombra arrojada deben ser curvas o 
poligonales cerradas. 


Orza roRMA: (Ventajoso para esfera, parabo- 
Ioide, etc) Se determina una sección horizontal 
vu de la efera (poc ejemplo), sobre la cual se 
busca la sombra y se halla su corespondicote 
sombra arcjada en el plano horizontal (con ilu- 
minación paralela tendrá la misma forma de esta 
sección). La intersección 1ay y Zu de eta som 
"bra arrojada con la sombra arrojada del cuerpo 
que arrojala sombra sobre la esfera corresponde- 
rá a Josrayos Juminosos que penetran la seción 
auxiliar horizontal e en los puntos 1yu y 2au 
(SE — sombra sobre esfera). Así se pueden de- 
terminas los demás puntos de ímert, 

4 Sombra sobre plano inclinado.—Se 
determina la parte de la sombra que es posterior 
Al plano a, sobre el cual se tiene que buscarla, 
allando la penetración de los rayos que pasen 
por los véries del sólido con ese plano e 
SS 

l Pa determinar esta sombra se puede wr 

| también la homología, siendo: 

| Los rayos de luz = rayos de homología. 

“Traza horizontal de a = eje de homología, 

Un punto conjugado determinado. directa 
mente > Vas Vez 

También buscando la proyección del rayo 
luminoso sobre cl plano inchmado a y después 
proseguir como de costumbre, unilizando la 

Proyección de los puntos en exe plano a. 

(Utilizado, por ejemplo, para la.sombra sobre 

eo, e) 

$) Determinar la sombra arrojada s0- 

¡bes el plano vertical. —Se determina la parte 

la sombra que no puede llegar al plano hori- 

Porque se lo impide el plano vertical 

porción dela sorabra arrojada sobre el pla 

IMecizotal, se denomina sombra vrtual) y se 

su correspondiente en el plano vertical 
re. 
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La sombra real se puede hallar o por penetra- 
ión directa de los rayos luminosos coa el plano. 
respectivo o deduciela de la sombra virtual por 
los rayos de vuelta. 


¡Obsérvese que los triángulos Af Aju Ajy y 
Bi Bj, Bj, deben ser semejantes (en proyec- 
ción ortogonal y sombra paralela en general) 

Basándose en esta propiedad se puede deter- 
minar la sombra real conociendo los rayos de 
luz y la sombra virtual de una figura cualquiera. 
(parecido al triángulo caracteristico en proyes- 
ción oblicua.) 


En la iluminación técnica en proyección or- 
togonal éste es un triángulo rectángulo jsóecees. 
Ea la proyección oblicua los triángulos seme- 


jantes corresponden a las proyecciones (Ayu 
Aly Amy) 


Moras: 


a) “Todos estos pasos son aplicables tanto 
para la iluminación focal como para la paralela 
y para los diversos sistemas de proyección; todos 
los rayos pasan por el foco de luz o bien 100 
paralelos. 

3) La sombra arrojada sobre una superficie 
corresponde en realidad a una proyección del 
objeso sobre una superficie. 

£) Generalmente no se acostumbra deter- 
minar la intensidad de la iluminación; ésta de- 
pende del ángulo que forma el rayo de luz con 
la superficie iluminada: mientras menor sea el 
ángulo, menor intengidad le corresponde. 


4) En la iluminación radial, para deermi- 
ar la sombra de un punto A, hay que pasar por 
sue un plano perpendicular ala recta, dela cual 
ve emiten ls rayos de luz. La interseción de 
ste plano con la recta (fuente de laz) correr 
pode al sio desd el cual se emite el ayo que 
pasa por el punto A. 
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REPLEJOS 


Para determinar los refejos que producen 
ciertas superficie, es necesario tomar en cuenta 
la fuente de iluminación y la superficie refleja 
te, sabiendo que el ángulo de incidencia y el de 
refexión son iguales. 


Muminación paralela, —Si la superficie re- 
Mejante (espejo) es plana, basta determinar la 
dirección d' de los rayos luminosos, simétricos 
respecto al espeio y halla los reflejos tal como 

Pero usando la direc» 


En la ilustración se usó un espejo horizontal: 
ABCD. 


Numinación focal. —Si la superficie reñe- 
Juoxe es plana, basta determinar el punto Fai 
métrico al foco luminoso E, con respecto al pla- 
o reficjame u y determinar los refejos de forma 
Análoga como si se buscaría la sombr, pero con 
foco F- 


En la ilustración se usó un espejo cuadrado, 
horizontal ABCD iluminado desde el foco F. 


ABCD5y = sombra en el plano Y. 
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LINEAS 


Una line, es el logar peomátrico de odos los puntos que coresponden ala trayectoria de un punto que 
sa desplaza por el espacio. 


Las líneas se pueden agrupar segón su generación e; 
Les Recta. Corresponde a la interseción de dos planos. (ve el capítulo recta de ese texto). 


Línea Curva Plana. e genera como la intersección de una superficie curva con un plano, 
na superficie curva de segundo gado, es decir una cuádia, a ines a generada, corresponde una 

ónica (vas sección plans) e, una ei, parábola ohipértola, bien se real o degenerada. 

Sila sopefice peneradora es por ejemplo, un elíndo, con direct que corresponde 4 una snunido la 

curva será también sinsoide ete, 


Línea Cura Alabenda (minimo de tecer grado) Se genera como la intersección de dos superfcos 

uvas, as cuales pueden ser de divres formas: 

= Ambas Superficies Generadoras son Cuídricas — La curva es de curto grado (vés capitulo penetra 
ción de sólidos) 

—  Hálc.-. Se genera como inteseción de nperticio helicoidal (generar recta, coplacar con el ej, 
rota alrededor de dl, esplazindose simultaneamente) con otra superficie. Lo heicides pueden ser 
úblícuos o retos (son genertriz perpendicular aleje) y con paso variable o constante (scada incre 
mento angular fo, corresponde wn avance constante sobre el ej). Se dencemina Pao de la hélice al 
avance que corresponde al galo de 360 
a otra superficie frecuentemente un clado o cono de revolución y menos usual cilindro o cono. 
blscuo esfera, eii u tra sopera 

— Línea Alabeada definida cn Forma Paramétrica, en general, en el espacio. Las coordenadas x, y. de 
la curva, está en función de una variable por ejemplo 

— Línea Empírca.— Su trayectoria no corresponde a ninguna expresión matemática. Son as tolíneas 
en genera, Keas sobre supe topográfica, gradientes de campo, ete. 
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"TERMINOLOGIA relativa curvas alabeadas, referidas 4 un Punto P de ellas ; 
(rio también para curvas planas) 


Para mejor entendimiento de los términos, estos se han referido al curo de penetración de cuádricas 
rales, estudiadas en el capítulo penetración, por ejemplo, a penetración de un eliadro coa un cono, ía 
“emba, son extensibles inclusive al caso de curvas degenerados en dos cónicas y a todas las curvas en 
ener 


Punto G.— Es un punto genérico dela curva. 


Punto P, regular de la cur 
communes y notables 


— Es un punto en el cual la línea es corcinsa (derivabl) e clasifican e 


Pisto C.- Un punto regla cualquiera dela cura. 


Punto N, notable dela curva.— Es un punto reglas de l curva enel cul la curiatora alcanza un máxima. 
un mínimo cambia de signo. 


Pasto S, singular dela curva — Es un punto en el cual a curva noes continua o 10 es dectvble 


acta Tangentet la curva en un Punto P e ell. Esla intersección de ls planos tangentes xls supe 
cies en el Punto P (alos hay), que generaron la cuva. O ses, dl plano tangente al cilindro según la 
nera que pasa por con el plano tangente l cono sen la generar que pas arsbién por P. 
Flacura plan, as tamgents son coplanares 4 acuer. 


Piano Normal la curva en el Punto P.— Es el plano que pasa por P y es perpendicular la Tangente 


acta Normal a la cuva enel Punto P.— Es cualquier reta que pasa por P y está contenida en el Plano. 
Normal. 


¡Sección Normal Primitiva Es la sección produciós por el Plano Normal en a soperficio que genera la 
curva. (lay dos par cada sección normal). 


Centro Osculatrio Primitivo. Es el cetro de curvatura de la Sección Prieta. 

ano Oxculstorio.— Plano perpendicular 4 la unión de os dos Centros Osculatrios, que pasa por 
Contienen la Tangente 

nl curvas planas, coincide con el plano dela cura. 


Manta Normal Principal n.—- Es la intersección del Plano Normal con el Plano Osculatorio, es perpendicular 
Manjón de los Centros Osculatorios Primitivos. 
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Centre de Curvatura correspondiente al Punto P.— Está en el Plano Normal 4 la cura; sobre a rcta que 
une los dos Centros Osculaorios Primitvs y la Normal Principal. Es al. cenro del Círculo y atera 
Osculatario. 


Cielo Oxulaoro.- Ex el círculo enel Plano Osculatorí y centro enel Centro de Curvatur 
Fs tuageote ala Recta Tangente£ dela curva. Es el círlo másimo dela Esfra Osculaoría. Tine e el 
Punto P, un punto triple con la cura. 

En las curvas plans, es coplanar con la curva. 


Esfera Osculatoca — Esla esfera que contiene en el Puato P, un punto cuadrule, y mu centro está en el 
Centro de CurvaturaC obre la Normal Plncipal. 


Radio de Curvaura — Es la distancia CP del Centro de Curvatura Cal Punto P dela curva 
Curvatara dela curva. e el inves del Radio de Curatua 


Recta Binomal tn el Punto P. Esla Normal sl Plano Oscultorio en el Puno P. Está contenida en el 
Plano Normal. Para la curva plana, es perpendicular al plano dela curva. 


Flaco Tangente a la curva en el Punto. Es culqulr plano que contiene la Recta Tangete ala curva. 
Hay un amero infinito de Planos Tangentes en el Punto P, todos perpendiculares Plano Norma 


Plano Tangente Principal (Plano Rectlcados)— Es el plano perpendicular a la Normal Principal; st 
definido por la Tangene la curva en el Paso Py la Binormal b enel mismo punto. En la curva plana, 
es perpendiclas l plano dela curva. 


*TriedroPrincipal.— Es el riaéro Tiectangla, con vértice en ol Punto dela curva y está formado por la 
Tangeste1,la Normal Priocipal yla Binomal d. 


Flexión en ol Punto 2. Es el ángulo formado por dos Tangentes o Normales Principales consecutivas e 
Puno P de la curva, 


Toráón dela curva en el Punto P.— Es el ngulo formado por dos Binormale consecutnas e el Punto P 
de la curva. Es la curva plana, es igual acero, ya que en eme caso, todas las Binoemale on paralelas entre 
“e 
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TRIEDRO PRINCIPAL (INTRINSECO) 


Pos cada Punto regular de una curva, pasan tre rectas ortogonales entre; 
-  Tangentes 

— Normal Poca 

-— Binommald 

Estas sectas son ls inermcciones de ts planos también ortogonales entre a; 

— — Osculatrio (Contiene ay 2) 

— Normal (Contiene any 0) 

—_ Rectifiador o Tangente pricipal (Coatiene 4 y 5) 

¡Según la intemidad de la devición dela Normal se mido la Mexión de la carr y según la inteidd dela 
desviación dela Dinormal, se mide la Torn del cura. 


] 


PUNTOS NOTABLES Y SINGULARES DE CURVAS 


2 


GRAFICO | DENOMINACION | DESCRIPCION OBSERVACION 
A Coca ca mio 
ia mínimo local 
7 La cura cambia do de 
concavida; enel punto de | Proyección de cura expo 
EN Pr 
coco (entro camara. | penca 
impropio), 
Unión con recta enforma. [Cares y vias de 
5 tangencal Comunicación 
poste | La coma se cora a 6% |El plano tagent principal 
osucrere) | mama. (Fama patos "e 
CRUNODAL. Corn 
NL, nose 2 mbr 
TN e 
TACNODAL 
RETROCESO 
CUSPIDAL — | Cada roma et et iern-. [Curva espaca! proyectada 
| mera. | tetadodetatagente. Jena plaro normal 
cope) 
RETROCESO 
CUSPIDAL 
(Segunda 
pe 
ANGULOSO 
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Asímiotas de Mipttola 
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SUPERFICIES 


a supelici se puede define como el luar geométrico de una Kíneh denominada generatiz que se despl- 
xa a través de dl espacio, egón una cra propiedad, pudiendo esta generar cambiar de forma dure 
e desplazamiento. 


Las mperfces se clasica em: 


— Soperii planas (planos). Se generan al deplazarse una general recta sobre otras dor rectas 
(ateccoes quese cortan entre sí 


— Superficies regladas, generadas por líneas rectas — que son; 

—  Desarolble. en el caso que las genersrices vecinas son coplanare, e decr, que son paralelas 
(superficie cilíndrica) o son concurrente (Superficie cónica). 

— Mabeadas — En el caso de que lus genertrics vecinas no son coplanares, estas superficies som 
“oblemente regladas, si por cada punto pasen dos dierenes genratries rectas (paabolide 
iperbóic e hiperboloide de una hoj»); 0 simplemente regladas al pasa solamente una pencatiz 
(conoide, clindrcitehelicoide, ete) 


— Supeticio de Doble Curvaturs.- Ea los cuals no se pueden trazas líneas cecas; un plano tangente 
(A es que existo) es tangente a la supefici en un punto Único, La curvatura en cada punto dela 
"tuperfciepuede 
— De igual signo (Eliapi, Purabolide Elípic, iperboloie de dos hoja) e inclusive de curat 

a constante como sel cuso de la efes. 
— De diferente signo. 


— Sopericio deiida en forma parmbtrca— Ea la cual las coordenadas x, y, 2. de los puntos de la 


uperfce est en función de un certo parímetro, por ejemplo. 


— Sepericie Empíeca.— Que no comesponde a ninguas deiición matemática, como por ejemplo as 
uperficis topográficas et, 


(Véase capítulo SSlidos) 
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CUÁDRICAS lp. 3 «lnlala dy ñ | 
Propledades..—Las superficies cubdricas son de segundo grado; anliicamente correr $ SE En 


ponden a ecuaciones de segundo grado, 
Están definidas por Y condiciones geométricas 
Secciones planas, Corresponden siempre a cónicas, son de segundo grado. Haces de 
planos paralelos cortan a las cuádricas según cónicas semejantes, de igual forma y excentri- 
cidad. 


Centro de cuádricas.—Las cuíéricas están simétricas con respecto a un puato, deno- 
minado centro; excepción hecha del paraboloide, que tiene el centro impropio, o sea, está 
eo el infinito, 

"Diámetro,-—Las secantes que pasan por el centro de la cuádrica se denominan diámetros. 
Ja el caldo todos los didmetos ct paralos er pasa po el cetro enel in 
ito). En el hipecboloide hay diámetros reales e imaginarios. 

Diámetro principal o eje.—Cada cuidrica tiene tres diámetros principales, que son 
"ortogonales entre s, pasan por los vértices de la cuádrica. El eje puede ser real, imaginario o 
impropio (véase tabla) 

Vértice. La penetración del eje con la superficie de la cuádrica se denomina vértice 
En este punto el plano tangente a la cuádrica es perpendicular al eje. 

Dirección jada a una sección. La dirección cs paralela la unión diámetro) 
¿e los puntos de tangencia con la cuádrica de planos paralelos a la sección en cuestión. 

Diómetros conjugados. —En las cuádricas los diámetros conjugados están agrupados de 
tres en tres, En cualquier sección que pasa por el centro (Y que debe ser una cónica), hay 
dos diámetros conjugados; el tercer didme ado a esta sección, une los puntos de tan. 
gencia de planos tangentes paralelos a 1 sección. 


de tres en tres, Cada sección es coplanar com 
que se corta con las otras dos secciones con- 


Secciones principales. Secciones planas que pasan por el centro y contienen dos ejes 
de la cuádeica (contienen cuatro vértices) 

ada cuádrica tiene tres, ortogonales entre sí, que se cortan según los ejes dela superficie, 
están conjugados entre sí. 

Contorno..-En proyección cilíndrica el contorno aparente de las euádricas son cónicas; 
elipse del elipscide, parábola del peraboloide e hipérbola del hiperboloide. 

Sombra propia con iluminación paralela.—Es un» cónica coplanar con el centro de 
la culdcica y conjugada ala dirección de los rayos. 

Sombra arrojada sobre un plano. — Es siempre una cónica. 

Sombra arrojada sobre un plano con iluminación paralela. + Es siempre una có. 
ica, con focos que corresponden a la sombra arrojada del punto más cercano y más lejano 


CUADRICAS 


EJ 


E 


a 
A cae 
pi degenr) 

o 


De oración y equino 


HIP ERROLO1Or 
A | EA AE 
162 


El] 


- 


pal ore del cono ais 


A 


¿Co alo me puncri Opuens 
| me 


10 tl 
e odo 


ip propa | Coni Impropa Hiper. propa Ele rl 


nr 
e 
Frutos 


Paria 


Paratelcós | 


EJ 
EN 
Mo 


dere | re, 
pa 


== 
Sa 
Fama 


- (9/6 BAR ZE Y 


Vries | y propios 


e 
7 remidor 
pa 
Degenerndo | Punora 


g 


248 HARRY OSERS ESTUDIO DE OROMBTRIA DESCRIPTIVA 20- 


ELIPSOIDE PARABOLOIDE 


"Una parábola se puede considerar como un caso límite de una elipse o de una hipérbola, 


R Los «pesitos sen culdcicas cagas secciones Son vu centro, un foco y un vértice 61 el infinito, Igualmente se puede considerar el parabo” 
principales y en general todas sus secciones son loide como límite del elpacie, o hiperboloide tambi con el entr, dos vértices una sección 
SETICAS: Todos los guegos del 'tgaco Principal y dos ejes cn el infinico, o sea impropios, Las secciones planas, paralelas al eje real 
xtán en lo finito; no tiene asímotas. Los tres de la superficie son siempre parabólicas. 


ejes penetran a la superficie en puntos propios. 


Secciones principales.—Dos corresponden a parábolas reales, denominadas también 


EY a 


Mptico 


Paraboloid 


Los focos de las parábolas principales, están 

obre el eje del paraboloide, en el mismo lado 

re rr O dto 
A a pad las al eje del paraboloide son elípticas, no hay 


de revolución, Si rot alrededor de su eje menor. a 


produce wn elípwoide achatado o esferode; 
ira alrededor del eje mayor produce elipcide Las secciones perpendiculares al eje on tam. 
alargado. En ambos casos una sección principal ita elípticas. 


+ circular y se denomina el ecuador, las otras 
dos con elípticas, iguales, con uneje igual al 


¡diámetro de la circunferencia máxima (ecuador). lem 


= ¿ Paraboloide de revolución. 

Fafera.—Es un caso particular del elipscide, Las secciones perpendiculares aleje son cir- 

¡cuando los tes ejes tienen igual valor. Todas sus ulares. Los focos de las parábolas principales 
ecciones planas son circulares las que pasan por olnciden y éstas son iguales, 


el centro de la esfera tienen radio igual al de la 
esfeza y pueden considerarse como su» secciones 
principales (véase pág. 215) Parabololde de revolución con eje vertical: 


Sección plana, — Si el plano sccame ex 

la sección es una parábola, cuya proyee= " 

Sombra arrojada sobre un plano con horizontales un segmento de recta; los de- 

Uuminación paralela. —Elipsc con focos que Planos cortan a la superficie según elipse, 

corresponden a la sombra arrojada del punto Proyección horizontal es una circunfe- 
más cercano y más lejano del tipsoide al plano. 
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Duminación paralela.—La sombra pro- 
pla es siempre una parábola, cuya proyecci 
horizontal es segmento de recta, perpendicular 
a los rayos de luz 

La sombra arrojada cs también una pará- 
bola, inscrita en la sombra arrojada del cono 
angel paraboloie; el ooo de cata parábola 
corresponde ala sombra arrojada por el vértice 
del parabolcide 

Muminación focal. -La sombra propla es 
na lise, coya proyección horizontal es una 
circunferencia. 

La sombra arrojada cs una elipse, parbola 
> hipésbola, egin 8 la altura del foco de luz 
respeto al vértice del parabolide es más alta, 
igual o menor respectivamente 


Paraboloide hiperbólico 

Los focos de las parábolas principales están. 
sobre el eje de la superfcic, en ambos lados. 
del véntice. 

Las secciones planas mo paralelas al eje son 
siempre hiperbólicas (0 rectas), no hay secciones. 
elípticas; las perpendiculares al eje del parabo- 
loide son semejantes a la sección principal hi- 
perbólica, impropia. 


Otra definición. —Un cuadrilátero alabeado (no plano), cuyas parejas de lados no copla- 
marer corresponden a la directrices de ambas tramas defiac también al paraboloide hiperbó- 
lico. Los planos directores son paralelos, respectivamente, a estas parejus de directrices. 


Denominaciones: 

Vértice del paraboloide hiperbólico. - Punto de corte de las perpendiculares comu 
mes a parejas de directrices de ambas tramas respectivamente, También el corte de las genera» 
tries más cortas (principales) de ambas tramas 

Eje real del paraboloide hiperbólico. Recta paralela 3 ambos planos directores, 0 
ea, 4 su intersección, que pasa por el vértice del paraboloide, 

Plano director principal. —Plano director que pasa por el vértice del parabolcide hi 
perbólico (hay dos, contienen el eje de la superficie). 


Directriz o genetatriz principal.—Tntersección del plano director principal con el 
Parabolols, lo es una recta que pasa por u vértices hy dos a cada trama Corresponde una y 
«s perpendicular aleje del paraboloide. 


Plano slngular.—Plano formado por ambas generstrices principales, es perpendicular 
al eje, pasando por el vértice del mismo. 


Sección plana del paraboloide hperbólico.—Todas las secciones planes del para- 
olvide hiperbólico corresponden a cónicas; 

1) sil plano secante es paralelo al plano director la sección es una recto; 

B)_ si es paralelo l eje del paraboloide hiperbólico la sccción es una parábola con el eje 
¿e cila paralelo al eje del paraboloide hiperbólico. 

<) Todas las demás secciones son hipérbolas; los asíntotas de estas hipétbolas tenen 
rección de las intersecciones del plano secansc con los planos directores. 


Caso particular: Paraboloide hiperbólico ortogonal (o equilétero).—Si los planos 
ltcctores resultan perpendiculares cate sí las directrices de ambas tramas son ortogonales 
«l paraboloide es ortogonal y las secciones principales son iguales, con focos que equidistan 
¿del vértice del paraboloide. Las perpendiculares comunes alas directrices de Jas mismas tra. 


mas son perpendiculares entre sy paralelas a os planos directores, secciones planas perpeadi. 
ulares aleje son hipérbolas equiláeras 


“CONDICIONES GEOMÉTRICAS PARA DEFINIR UN PARABOLOIDE HIPERBÓLICO 
EL ESPACIO. 


Valor e la condición CONDICIONES 


, Puno dela sopor 

Dirección de ejes, 
Sección Parabólica, 
Sección Hiper 
Vos 


Sencraria pincpa. 
Gener principal con ves. 
Piano Sgula. 

Piano sigla con generis principal 
je rel ARE 

CO ares 
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Formas de definic un parabololde hiperbólico: 


Cuadeilátero alabeado, 


2 generatrics y 2 puntos de hiperboloide, 

2 generstrices y plano director no paralelo a ella. 

2 parábolas que se cortan en un punto único y no son coplanares, pero tienen ejes para- 
lados entre sl 

2 hipécbolas mo coplanares que se cortan en dos puntos y cuyas asíatotas se cortan 
también. 

2 hipérbolas en planos paralelos con asíntotas paralelas. 

2 generstrices principales y un puto. 


Forma de generar la superficie del para- 
boloide hiperbóllco: 


1) Generatriz recta, paralela al plano director 
que se desplaza sobre dos rectas que se cruzan. 


7 2) Genersriz parabólica, paralela al plano 
Ñ director que se desliza sobre direcriz parabó- 


El lica, no coplanar con ella, teniendo las parábolas. 
ejes paralelos. 
/ 
y 3) Generatriz hiperbélica (con asíntotas que 


se conservan coplanares) y directriz parabólica o. 
hiperbólica. 


Proyección ortogonal del parabololde 
Mperbólicor 

1) El contorno del parabolvide hiperblico 
«es una paríbola, En la proyección ortogonal el 
le está paralelo, coincide con el eje del parabo- 
loide hiperbólico. 


2), Tres generatrices rectas cortan a dos di 
rectrices rectas según segmentos proporcionales. 

De esta propiedad se puede deducir una fácil 
construcción de paraboloide hiperbólico: cono» 
¡iéndose el cuadrilátero alabeado, se dividen sus 
lados en múmero igual de divisiones y éstas se 
"unen una 4 una, correspondiendo a generatrices 
del paraboloide hiperbólico. 


3) 2) Conel eje perpendicular al plano 
de proyección.—Las generatrices rectas de 
/ amabas tramas sc proyectan: paralelamente, En 
| emo que el eje del paraboloide hiperbólico es 
vertical, las generatrices rectas, en proyección. 
Borizontal, se proyectan paralelas y los cuadri- 
ceros como paralelógramos. 


5) Con el plano director perpendicular 
Plano de proyección. —Las generatrices de 
trama correspondiente a este plano director se 

paralelamente, y los de la segunda 
¡concurrentes (se cortan con la generatriz 
es perpendicular al plano de proyección) 


<) En posición general.—Las generari- 
BO se proyectan paralelamente, pero sl se 
sure sl según segmentos proporcionales. 


A 
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HIPERBOLOIDE 


Los hiperoloides son cuádricas que tienen dos secciones principales hiperbólicas y la 
tercera elíptica. Siesta tercera sección principal elíptica es real, el hiperboloide es de una hoj 
doblemente reglado; si es imaginaria, el hiperboloide es de dos hojas y no es reglado. 


rurensoLoIos 
Doo moas 


rurcnooLoros 
senenoo 


hurcnooLoros 


Casos particulares: 
Hiperboloide elíptica: Lastres direcrices no tienen condición especial 
Hiperboloide circular o de revolución: Las trs directrices tienen la misma relación res- 


pecto de un eje central, 
"parabólico (o PARABOLOIDE HIPERBÓLICO): Las tres directrices 508. 


paralelas 4 un mismo plano. 


EPA 
A 
a 
a ta a có 
a 
at 
aaa 
o A 
o 
ri 


Secciones planas.—Lassecions planas del 
hiparboloid. son siempre dela naturales como, 
las corepondients al cono aintdio, o ses 
coo simio sd cortado poe un plano 
una lips, parábola o iptbol, ee mi 
ño plano cota al correspondiente hiperboli 
También según elipse, porbola  hipérola res 
periramene (sEme sección cónica, pág 173) 


Huminación paralela. —Tanto la sombra 
propia, como la arrojada son hipérbolas con asío- 
totas que corresponden a las sombras del cono 
asiático. 


Hiperboloide de una hoja (reglado). 
Definición general: 
Generatriz recta, que se desliza sobre tes di 


úrectices rectas, que ná se cortan ná son paralelas. 
"Es una superficie doblemente reglada. 


PROYECCIÓN AXONOMÉTRICA 


La proyección axonométrica es una proyec 
ción sobre un plano (2xonométrico) que tiene 
una posición arbitraria en el espacio, Silos ra- 
yos son perpendiculares al plano exonométrico, 
se trata de PROYECCIÓN AXONOMETRI- 
CA ORTOGONAL, que es el caso que estu 
laremos en este texto. Este sistema de pro 
yección es muy similar a la manera de observar 
mosotros lor objeros en el espacio, conservándose, 
sin embargo, todas las propiedades de la pro- 
yceción cilindrica (paralelismo, perpendicula- 
sidad) 


PROYECCIÓN AXONOMÉTRICA 


Las intersecciones del plano axonomético con 
los planos de proyección forman el triángulo 
axonométrico. 


La intersección del plano axonométrico em el 
plano horizontal ay determina la recta XY cuya 
proyección es perpendicular al eje. En efecto: 
Ambas sectas (cje 2 y xy) son ortogonales, la 
recta XY está contenida en el plano axonomé- 
trico y la proyección axonométrica es una pro- 
yección ortogonal. 


La intersección con el plano vertical xx es la 
recta XZ, que se proyecta perpendicular aleje . 


La intersección con el plano lateral yz es la 
recta YZ perpendicular al je x, 


La proyección de un objeto sobre un plano 
xonométrico no vara, si este plano se desplaza 
paralelamente a sí mismo, pero sí varía en di 
mensiones el triángulo axonomético cortespon- 
diente 
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COORDENADAS, ESCALAS 


En axonometría se pueden medir las coorde= 
adas de los puntos sobre los ejes, tomando en 
cuenta la deformación correspondiente de éstos. 
(De alll se deriva el nombre axonomerría que 
en griego significa medida sobre los ejes). 


Cada eje tiene su escala predeterminada de 
acuerdo con el plano axonométrico y su pespec= 
tiva disección de los rayos de proyección, Todas 
las Macas paralelas al plano axonométrico se 
conservan en esta proyección en verdadero ta- 
maño. 


Para determinar las escalas sobre los ejes, re- 
atimos éstos sobre el plano axonométrico donde 
se deben proyectar en verdadero tamaño. 


Hex ey: 

Los ejes x e y están en el plano horizontal y 
forman hngulo recto ente sl. Por eta razón 1 
triángulo XOY es, en el espacio, un riángilo 
rectángulo. Rebariéndolo ea el plano axonomé- 
rico débe proyectarse también como triángulo 
rectángulo; la hipotenusa XY (traza horizoutal 
del plano «sonométrico), es el eje de rebati- 
miento y se conserva en el mismo sto. 

Durante el rebatimiento los puntos se conser- 
van en planos perpendiculares al eje XY, que se 
proyectancomo rectas perpendiculares a esteeje. 
El punto O se desplaza de eta misma manera. 
El triángulo XOY rebatido, tien la hipoxenusa 
XX, siendo la línea OO perpendicular a XY. 
Para obtener O* trazamos una semiciccunferen- 
cia con dilmmetro XY. Donde ésta corta a la pro- 
yección del eje x (o 2 su prolongación) está el 
pumo 0%. 
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Losejes x e y rebatidos pasan por O*y X e Y 
respectivamente. . 

Paca determinar la escala axonométrica cores 
pondiente la colocamos sobre los ejes rebatidos 
y buscamos su proyección. 


OM O; 1% 152% —2, etc, son paralelas. 


Para determinar la escala sobe. el eje x pro- 
cedemos de una forma análoga, rebatiendo el 
trifagulo XOZ (o YOZ) alrededor de su hipote- 
musa; además se obriene de auevo la escala sobre 
el eje x (o y) que debe coincidir con la escala 
obtenida anteriormente. (Vésse ilustración) 


Como se puede observar, al derplazar parale- 
lamente cl plano axonométrico, sc aumenta el 
triámgulo axonométrico, pero ls escalas resultan 
siempre las mismas ya que la proyección no se 
modibca. 


Otra forma de determinar las cscalas es la 
siguiente: 

Suponemos ua plano que contiene el eje x y 
«s perpendicular al plano axovomérrico. Este 
plano se corta con el plano axonométrco según 
la recta XA y con el plano lateral según la recta 
on, 

El triáagulo XOA es rectángulo (x es perpen- 
cular al plano Iaeral). Rebatiéndolo alrededor 
¿de la recta XA se obriene el triángulo en verda- 
ero tamaño, resultando adembs: 


(00% .- distancia del plano axométrico al origen. 


«La = O*XO — ángulo entre el eje x yl plano 
axonométrico. 
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hscaLa 1/2 


Para definir la proyección axonométrica basta 
ar los fmgulos bajo los cuales se proyectan los. 
ejes x, x, y, cuya suma debe ser 360> y ninguno. 
pueae ser de s0-. También se puede definir 
mediante el triángalo axonométrico, 


Bimetría.—Dos ángulos son iguales y dos 
escalas son también iguales (la escala distinta 
está sobre el eje opuesto al ángulo distinto). 


Isometría (Monometria).—Los tres ángu- 
los som iguales (1209), las tres escalas son tam= 
'ién iguales (aproximadamente 0,51 del verda- 
dero tamaño). 


Dibujo isométesco.—En algunos casos se 
“acostumbra usar la escala directamente sobre 
Jos ejes, sin disminwirla, En este caso se habla 
de «dibujo isométricos en vez de «proyección 
isométricas. 

La relación aproximada entre ambos es: 
Proyección isométrico __1_ 0/81 _ cos 439 


De una forma semejante se habla de «Dibujo 
“axonométrico» y «Proyección axonométrica, en 
general. 


Bimetría técnica o Axonometría norma- 
lizada (Norma DIN).—La relación de las es- 
alas es 1%: 1. En este caso el triángulo XOZ 
tiene los lados en relación 151,5: 1 y el triáo- 
lo axonoméxrico es iórceles. 

En la proyección axonométrica se acostumbra 
usar (igual que en la proyección oblicua) 
Al del obje en el enpacio— 

represmución del objeto en el enpaco 


AR la proyección hocisonta! del objeto. 


Las dos proyecciones deben estar sobre una 
laca de referencia vertical (paralela al eje 2). 


DIVERSOS MÉTODOS PARA EL REPLANTEO DE UN PUNTO 


lie Usando la escala de los ejes previamente. 
determinada y construyendo el paralelepípedo 
e aristas iguales a las coordenadas correspon 
dientes, 


2: Usando la escala de los ejes y midien- 
¿do sobre rectas paralelas a ells. 


3. Usando el rebatimiento del plano hori- 
zonal en el plano axonométrico y replanteando 
la proyección horizontal del punto. De acuerdo 
on los ejes x* e y; determinamos las coorde- 
adas correspondientes a este puato en x e y y 
trazamos las lacas paralelas en estos puntos hase 
1 que se corten en AS, 


A: También puede determinarse AP por ho- 
mología siendo: 


4) El eje muerto — traza horizontal del pt 
0 axométrco. 

B) Los rayos de homología — dirección del 
dez 

e) La pareja conjugada es 0 — 0%. 


La perspectiva del punto debe estar sobre la 
laca de referencia a una altura que se mide a 
Partir de A? Esla misma altura que en los jem- 
plos anteriores se determinó sobre el je z. 
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CARACTERÍSTICAS DE LA PROYECCIÓN AXONOMÉTRICA 


Propiedades. - La proyección axonométrica es una proyección cilíndrica, ortogonal don 
de se conserva: 


1 El paralelismo y la proporcionalidad, así 
¡como los diámetros conjugados de una cónica. 


El plano axonométrico se proyecta en su 
verdadero tamaño, 


39 La recta perpendicular a una recta paa 
Iela al plano axonométrico se proyecta bajo un 
Angulo recto a cla. 


1% Una esfera se proyecta como una cit- 
conferencia. 


Uso 


La proyección axonométrica se usa ventajosa: 
mente para representar esquemas de instalacio- 
mes, piezas mecánicas, edificios, ec. 


Da una ilusión más parecida al objeto que la 
proyección oblicua ya que se acerca más a la 
manera de micar (pero a veces es más laborioso 
efectuara) 


Representación y visibilidad. Se acos- 
tumbra repasar únicamente la proyección (pers- 
pectiva) aunque la proyección horizontal es 
¡igualmente indispensable (semejante 2 lo dicho. 
en la proyección oblicua, pág. 150). 


VALORES PARTICULARES DE LAS ESCALAS EN AXONOMETRIA 


En 
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MÉTODOS DE CONSTRUCCIÓN EN PROYECCIÓN AXONOMÉTRICA 


X) Indlrecto.—Rebatiendo la proyección horizootal del objeto y desputs fjando los 
puntos de acuerdo con la alturas respectivas (análogo a proyección oblicua, pág. 158). 


4) Paca determinar la proyección horizontal 
“xonométrica, se determina primero la proyec- 
ción horizontal ortogonal (en el sistema de los 
des a, y. 


B) Se busca por homología la proyección 
horizontal axonométrica, siendo: 


XY el je de homología; 


Los rayos de homología perpendiculares aleje 
de homología XY; una pareja conjugada: 


o-or 


e) Se determina la proyección axonomé ica 
(perspectiva) de acuerdo con las alturas de los 
puntos. Estas alturas corresponden a la escala 
del ez. E 


Nora; 


En la práctica se puede usar un papel trans- 
Parente para determinar la proyección axono- 
métrica de un objeto dibujdndose la proyección 
rebatida(dibujada-—-— -) sobre otro papel por. 
debajo del anterior, resultando de exta manera 
«el trabajo más rápido y con menos lineas de cons- 
trucción. 
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— ML, 


2) Directo. Construyendo el objeto de acuerdo con aquellas líneas que son paralelas 


“os ejes de proyección y de acuerdo con la escala de éstos. 


Enesetos: 

8) Tetraedro regalar con base horizontal y 
una arista paralla al eje y. La altura del terae= 
¿dro se determinó aparte. 


b) Cubo con caras paralelas a los planos de 
proyección, o sea, aristas paralelas a los ejes. 


$) Cubo con sección principal paralela al 
plano de proyección xz e yz, o sea, diagonales 
de una cara son paralelos alos ejes x € y. 


8) Ostacdro regular con disgonales para 
lolas a los ejes de coordenadas. 


$) Octaedro regular con sección prin- 
cipal paralela al plano xx, o sc, aísts paralelas 
a ox ejes x e y y una diagonal paralela aleje 2. 


3) Proyectivo, - (Semejante a proyección oblicua, página 160 solamente que los ejes se 


proyectan de otra forma) 
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PERPENDICULARIDAD 


Recta perpendicular al plano, - Construir 
vna recta perpendicular al plano « => XYZ (de- 
¿do por sus trazas), que pasa por A. 

La proyección axonométrica de la perpendi- 
¿cular p, formará ángulo recto con la intersección 
PQ entre el plano axonomético y el plano dado. 

La proyección horizontal axonométrica p* es- 
tará (en el espacio) perpendicular a la traza ho- 
rizontal XY del plano a; será también perpen- 
¿icular al plano vertical que contiene la traza 
XY y por eso perpendicular a la intersección PR 
entre los planos y el axonométrico. 


Recta de máxima pendiente.—Se deno- 
mina la recta de máxima pendiente de un plano 
a la recta del plano, que sea perpendicular a 
odas las rectas horizontales de él. 

La proyección horizontal axonométrica mes 
tará (en el espacio) perpendicular a la raza ho- 


Plano perpendicular a una recta. Le- 
vantas en el punto A un plano perpendicular a 
la recta po 

El proceso será inverso que el anterior, el pla- 
mo será definido por dos rectas a (paralela al 
plano sxonométrico) y horizontal b. 

La recta a que pasa por A será perpendicular 
Ala recta p y corresponderá a la dirección de la 
intersección del futuro plano con el axonométri- 
o; su proyección horizontal pasará por Al y será 
paralela la dirección a, de una recta de direc- 
ción de a y contenida en el plano axonométrico. 


La recta h se determinará así: Se construye 
ln recta q (que corresponde a la intersección del 
Plano vertical con el plano axonométrico, per- 
pendicular a p”, su proyección horizontal 9? co- 
responde a la dirección de las horizontales del 
fururo plano. 


Casos particulares: 


Recta perpendicular al plano axonomé- 
trico.—(Se proyecta como wn punto). 

El plano perpendicular a esta recta será para- 
elo al axonométrico. 


Recta paralela al plano axonométrico. — 
“Todo el plano perpendicular a la recta se pro- 
ectará según una línea, que 1e verá perpendi- 
cular a ela. 


Recta es una horizontal. —El plano perpen- 
cular ala horizontal e veria, con 3 traza 
horizontal perpendicular a p* (en el espacio) 
y perpendicular (en la proyección) ala intrvec- 
ión a del plano vertical que contiene ala recta 
1 con el plano axonomético. 
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CIRCUNFERENCIA EN PROYECCIÓN AXONOMÉTRICA 


REBATIMIENTO EN LA PROYECCIÓN AXONOMÉTRICA 


Paca cfecruas el rebatimiento de un plano « 
en la proyección axonomética, es necesario gh 
rue este plano a hasta que coincida con el plano 
“scaométrico, siendo el eje de giro la intervec- 
ción entre el plano « y el plano axonométrico. 

Asumiendo que XYZ es el plano axonomé- 
trico, y que el plano está dado por sus trazas 
ABC, se observa que la recta H > V es la iner- 
sección ente el plano y el plano axonométrico. 
Esta recta s además el eje de rebarimiento y el 
ce de homología. 

Rayos de rebaimiento (de homologa): los 
puntos se roueven en planos perpendiculares al 
«je de rebtimiemo, quese proyectan como rec- 
tas perpendiculares al eje H — Y (por traarse 
de proyección ortogona). 


Primer punto rebatido (5): 


EX verdadero tamaño del segmento MB del 
plano a es la distancia HUB", 

El punto H está sobre el plaoo axoooméri 
y el puoto B está sobre el eje y (véase página 
262). 

Este segmento se debe ver en verdadero ta- 
maño en la proyección rebacida H"IBS, estando 
“demás el pueto B* sobre una recta perpendi- 
cular al eje de rebatimiento que pasa por B 
(o rayo de homologa), 

Los demás puntos se determinan por homo- 
logía. 


Nora: El rebatimicto del plano horizontal alrededor dela traza XY tien a la uwtr 
ción subladice £. El rebauimiento del plano « alrededor de la recta HIV tiene subindice R 


€ 


Circunferencia situada en un plano ho-" 
rizontal.—Es una elipse con el eje mayor pac 
talelo ala traza horizontal del plano axonomé- 
tico y de longitud igual al diámetro de la cir- 
unferencia, 


El punto P es un punto de la circunferencia: 


AP es parallo a y y BP es paralelo ax, 
la demostración se Obtiene por el rebatimiento). 


Por el procedimiento de los tres puntos se 
determina el eje menor DE (vésse página 111, 
act d). 


Circunferencia en el plano frontal y la- 
teral.—Es semejante a la circunferencia en el 
Plano horizontal; el eje mayor de la clípue se 
Proyecta perpendicular al eje x, y o x respect 
vamente (paralelo ala traza del plano axonomé- 
vico), con longitud igual al diámetro de la ir- 
cunferencia. 


Casos particulares 


Tsometria.--La circunferencia horizontal, 
frontal o lateral se proyecta como elipse equilá- 
tera (véase pág 291). 


Circunferencia en el plano axonométri- 
0.—Se proyecta en su verdadero tamaño. 
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Circunferencia en ua plano cualquiera. — 


La ciscunferenca se proyecta como una elipse, con el 
ee mayor igual 2 imetro de la circunferencia y para 
lalo a la traza dl plano dela circunferencia en el plano 
monométrco 


Ponto adicional dela ciscunerencia, etá enla inter. 
sección entre la horiontal que pasa por el extremo, 
Inferior del eje mayor yla seca de máxima pendiente 
que pasa porel otro extremo del eje mayor. 


El eje menor, se determina por el método del papelito. 
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ESFERA EN PROYECCIÓN AXONOMÉTRICA 


La proyección de una esfera es una ciecun- 
esencia de igual radio a ela. Su proyección ho= 
sizontal es una circunferencia situada en el plano 
horizontal, de igual tamaño que el ecuador. (Se 
proyecta como una elipse.) 

En la ilustración se representa una esfera coo: 


Ecuador. Eje mayor AB, eje menor CD, 


Polos.—N y S. La distancia NS = diámetro 
dela esfera, medido con la escala correspondien- 
te aleje 2. (Observen que no están sobre el con- 
romo). 

Nora: La relación entre el semieje menor 
(CO — b del ecuador y la semidistanca entre los 
poke, NO == x corresponden a los catetos de 
vn triángulo, cuya hipotenusa es igual al radio 
de la esfera. 

Meridlanos.—Deben pasar por los polos. La 
intersección EP del plano del meridiano con el 
plano del ecuador y el eje NS de la esfera, for- 
mao dimetros conjugados. 

Meriálano principal. —Es paralelo a la ia- 
verscción del plano axonométrico y el plano ho- 
sizontal. Se proyecta con el eje mayor AB par 
ralelo a la traza horizontal del plano axonomé> 
tulo y el eje menor NS — unión de los polos. 


Meriálano de clerta longitud. —Para po- 
der medi la loogitud 2 de cierto meridiano, se 
úrebate el ecuador alrededor del eje que pasa por 
el centro de la esfera; el ecuador coincidirá con 
el contorno de la eafera y el ángulo » se puede 
medir directamente. El meridiano se defipe por 
dos diámetros conjugados: Uno, que está cutre 
los polos y el otro en el plano del ecuador, ho- 
mólogo al del ángulo 2 rebatido. 
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Paralelos.—El lugar geométrico de los vér- 
vices de los ejes mayores de Jos paralelos e» el 
meridiano principal (ao están sobre el contorno 
de la esfera). La relación del semieje mayor 
y el semieje menor de todos los paralelos de la 
esfera es igual ala misma relación en el ecuador. 
Si el paralelo toca al comtorno, es tangente a 6 


Paralelo de cierta latitud.—Para deter- 
minar el paralelo de cieta latitud, se efectón 
una rotación de 90% del meridiano perpendicular 
plano axonométrico (semejanseal plano de per- 
iD; viéndose así el meridiano en verdadero tama- 
o, coincidiendo con el contorno de la esfera. 

El ecuador coincide con la linea O5C* y el 
paralelo de laitud q con O%C*. El ángulo de 
lasitud y se ve en verdadero tamaño y correspon- 
de al ángulo C* O% C%, El centro del paralelo 
es O y radio — O C%, Los puatos de tan 
encia del paralelo con el contorno de la esfera 
corresponden a los puntos K% == L* donde éxte 
corta ala recta NO. 


El paralelo de máximo radio, todo visible cu- 
responde al caso cuando K coin cide con L y 
D' (sobre la línea de referencia del eje de la es- 
fera). Esto se puedó determinar por rotación. 
“Además en la proyección axonométrica el vérti- 
ce del eje mayor de la elipse correspondiente 2 
este paralelo está sobre el meridiano principal 
y la tangente a este meridiano, que pasa por el 
puso de tangencia del paralelo K —L. 


Onsexvación: Véase el dibujo corrientemente 
sado, que es, sin embargo, incorrecto. 


ILUMINACION Y SOMBRA EN PROYECCION AXONOMETRICA 


Paca hala las sombras enla proyección axonométrica. 
se procede deforma moy sa como nl proyección 
oblicua 


Sombra de Eaera. 
Sombra propi 

El eje mayor AB de la elipee correspondiente a la 
sombra propia, es perpendicular los rayos de luz. 


Pare obrenr un punto adiciona! P de a crcunfrenca 
límie de la sombra propa, se determina el punto 
tungenca entre el ecuador de la esfera y la targent 
cuya dirección esresponde la proyección horisomtal 
delayo dela e 


El eje menor CD se obtiene por el procedimiento de 
Ares puntos (de papel), 


La sombra arojada de la esfra se hala buscando la 
sombra arojda de los diámetes mayor AD y menor 
CD, que son diámetros conjugado. 
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PROYECCIÓN ACOTADA 


La proyección acotada cs un sistema de pro- 
yrcción en cl cual se usa una proyección única 
y la falta de la ora proyección se subsana ano- 
tando la coordenada no usada al lado de eta 
Proyección. Hay varias proyecciones acotadas 4 


Epa: 
Punto A (10; 20; 15) véase ilustración. 


Proyección ortogonal acotada.— Como 
plano de proyección se wsa el pleno horizontal 
y la altura se anota al lado del punto, La proyes- 
ción miama ex ióémica a la proyección horinoo- 
tal de la doble proyección ortogonal yla mayoría 
de los procedimientos de ambos ex similar (ver 


ESCALA 


Porn poder correlacionar los números repre- 
tai de las cota coordenada 2) cum la pa. 
tn grica del bajo (condenadas x y) e ln 
“lopemable concer la ccala respectiva que e 
ha ondo, e igualmente ls unidos que corres 
onda hos números (cto, conato, pal 
Pads, et) Sino e concen caos ts la pro- 
Prcción acotada cocoa de seno. Est ecu se 
puede expr muméricamente o prfcamente 
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Escala mumérica.—Es la relación entre el 
tamaño del dibujo y el verdadero tamaño del 
objeto representado. 

Por ejemplo la escala 1 : 100 da a entender 
que a cada 100 unidades del objeto corresponde 
una unidad del dibujo. 

Os 

La escala indica el número por el cual hay 
que multiplicar wna unidad de medida del di- 
ajo para obtener la respectiva unidad del dí- 
ojo en su verdadero tamaño. 

Nora: También se vas, munque muy poces veces, expresar la escala según la medida, 
«como ve ha dibujado una unidad. Esta forma corresponde al cociente de la relación anterior, 
AA cala 1:30 09 


A, 1123004 
CES 
Escala gráfica.—Tdica únicamente el equi 
vente en verdadero taraño de una o varias uni- 
a 
110040 
1-08 


Se proyecta como un punto y se angta la al- 
ara a su lado. / 


Interpolación de mun rocta.—Para denr- 
misas la alura de un punto C sobre ma recta 
AB. Como se tata de una roca, a una mayor 
¿istcia horizonal (proyección) corresponderá 
proporcionalacase mayor desivel y viceversa. 

2 podiamos calcular la altura de C por la 
regla de tres o determinar yu atar práfcamete, 

a un exo del segmento conocido AI le- 
vantamos una recta cualquiera, y sobre cla me- 
dimos el desnivel de AB con una escala ari 
traia, obteniendo at l punto Ps las distancis 


AQ 
son proporcionales. 
De la misma manera se puede determinar un 


punso coo una altura prevista: pueso D com al- 
ura 40. 


Recta horizontal. — La recta horizontal tiene 
una particulas importancia enla proyección nco- 
tada, yu que conocemos de una vez las alturas 
de nodos los puntos sobre ella. 

Se acostumbra anotar la altura de esta lnea 
horizontal (véase ¡lstración). 
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Verdadero tamaño del segmento de una recta 


Supongamos un segmento de recta AI en su 
proyección. 

Paca medir el verdadero tamaño de ce seg 
meno se toma la diferencia de ota entee A y 
que es de 20 unidades y se coloca sobre una per- 
pendicular a AI (en escala correspondiene) ob 
venifndose nl el verdadero tamaño del segmento. 


Angulo que forma una recta con el plano horizontal 


Supongamos una recta AB acotada. 

Para medir el ángulo que forma la recta con 
«el plano horizontal, se levanta una perpendicular 
a larecta AB en el punto 1 y sobre ella y a par- 
vir de IB se coloca la diferencia de cota entre A. 
y B, 0 sea, 20 unidades; y se obtiene asl el ver- 
dadero tamaño del segmento AB y también el 
ángulo a que forma Ja recta con el plano hori- 
ontal que es el ángulo opuesto a la diferencia 
de cota, 


quidistancia (o Intervalo). —Se refers al 
desnivel constante sobre una recta o pleno in- 
tempolado, Las alturas correspondientes a cate 
imservalo se acostumbran a usar de tal forma que 
a recza o pleno alcanza sicempre las alturas que. 
terminan en decenas, centenas, CIC, O ses, 10m. 
málciplos del intervalo. 


== 

RAT 
E AO 
ia e 
E a 
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Médulo, — El módulo corresponde a la pro- 
yección horizontal del segmento de recta cuyo 
desnivel es el intervalo. 


Pendiente. —Es la relación entre el intervalo 
y el módulo respectivo. Equivale a la tangente 
rrigonométrica del ángulo que forma la recta con 
el plano horizontal. 


Pone = o 


Se acostumbra expresar la pendiente de va 
ias maneras a saber: 


Por la relación entre el desnivel y su pro- 
yección horizontal, —Por ejemplo: pendiente 
2:3 (dos ares) significa que para subir dos me- 
ros se necesita tres metros horizontales, ete. 

¡e usa en movimientos de tiera, taludes, te- 
chos y en general en los sitios donde mo se exige 
una exactitud muy elevada. 


Por el porcentaje. sea, por la expresión 
de las unidades de desnivel que corresponden a 
1141 unidades de distancia horizontal. 


Bjemplo: Pendiente 15 por 100 significa que 
* cada 15 unidades de altura corresponden 100 
vnidades horizontales. 

Se usa en vialidad, hideéulica, construcción, 
escétera, en general en los sitos donde al se 
exige exactitud elevada. 


Nora: En hidráulica y en ferrocarriles a ve- 
¡ces se usa la misma relación, pero expresada por 
cada mil unidades: 


159% — 150%0, ete, 


Por el ángulo.— Corresponde a la tangente 
trigonométrica respectiva 


Ejempo: Tangente 43 — 


100%. 
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PLANO 


Un plano se puede definir en la proyección acotada de una focma semejante a la useda 
en los demás sistemas de proyección, O sea: 
+ 
po Por tres puntos. — Conociendo la altura de 
elos. 


+.o 


E 


A Por rectas que se cortan.—Para que dos 
rectas se corten deben pasar por un punto 
común. 


Por dos rectas paralelas. —Para que dos 
rectas sean parsicias, su proyección debe ser par 

o ralela y la pendiente de ambas debe ser igual. 
A un desnivel igual de ambas corresponde una 
Proyección igual. 

Por rectas horizontales. Es muy corrien- 
te representar el plano de esta forma. (Por todas 
las ventajas que tienen a su vez las rectas hori- 
zonales La distancia emre ellas debe ser ig. 


Por rectas de máxima pendiente del pla- 
m0.—La recta de máxima pendiente de un plano 
+s perpendicular alas rectas horizontales del mis- 
mo, En la proyección se conserva este ángulo rec- 
10, Se acostumbra representar la recta de máxima 
pendiente por medio de dos rectas paralelas cer= 
canas, 0 por medio de una fecha que tiene la 
disección que tomarla el agua corriendo sobre 
la superficie del plano. a 

A veces se anota la pendiente en porcentajes 
+ en relación al lado de este fecha. 

Conociéndose la escala del dibujo, la recta de 
máxima pendiente de un plano define a éste. 

Las rectas horizontales del plano serán per= 
pendiculares a la secta de máxima pendiente y 
vendrko las aluras de ea. 


Recta en un plano.—Para que una rectá esté 
contenida en un plano, debe cortarse con todas 
ls rectas de éste. 

Debe pasar por lo menos por dos puntos 
de él 


Punto en un plano.—Para que un punto 
esté contenido en un plano debe pertenecer a 
una recta de éste. Esta puede ser una recta ar 
bitraria dl plano, sobre la cual es necesario fec= 
uar la interpolación respectiva. 

También debe estar sobre una recta horizon- 
tal del plano, paralela a otras horizontales del 
mismo, cuya altura se obtiene interpolando so= 
bre la recta de máxima pendiente. 


INTERSECCIÓN 


Intersección de dos planos. — Supongamos 
dos planos definidos por su recta de mayor pen- 
lente. Trazaremos una horizontal de cierta co- 
ta, por ejemplo de cota 20 de los planos a y 8 
a horizontal resulta siempre perpendicular a la 
recta de mayor pendiente respectiva). 


Kepetimos lo mismo con las horizontales de Ag, 


otasJ0. Las horizontales de cotas iguales se cor- 
tarán en los puntos A y B respectivamente. La. 
recta de intersección estará definida por estos 
puntos A y B respectivamente. 


Caso especial.—Las rectas horizontales de 
los planos a y P son paralelas entre sí, o sea, las 
rectas de máxima pendiente tienen proyección 
horizontal paralela. 

En este caso sabemos que la intersección 
también será horizontal, y debe determinarse 
nicamente su cota. 

Para ello podemos efectuar un corte vertical 
de los plano», perpendicular a la dirección de 
las horizontales de ellos, 


27 2. 
yA 'a 
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Tomando un plano horizontal de referencia 
(cota 10), el punto IB estará 10 unidades por 
encima del plano de referencia y el punto C 20. 
Ay B quedan en este plano. 


El plano a viene representado en el corte por 
la recta AB y el plano B por la recta CD, La 
intersección de los palnos coincide con la recta 
que es horizontal y tiene altura 22. La cota se 
Puede medir a parir del plano de referencia su- 
mándole la cota de éste (en muestro caso 10). 


Método simplificado. Se trazan recias por 
puntos de altura igual de los dos planos y se de- 
terminas el punto donde se cortan. La recta de 
intersección es una recta horizontal perpendicu- 
lar a la rectas de máxima pendiente y pasa por 
este punto, 


Otro procedimiento consiste en tomar una recta cualquiera del plano P y buscar la inter- 
“ección de ésta con el plano a, por el punto de intersección I pasala intrsccción 3 delos dos. 
sanos que sabemos es paralela 4 las horizontales de los planos que a la vez s0n paralelas en- 
tre sl. (Para la intersección de una recta con un plano, vésse arículo siguiente.) 


Intersección de una recta con un plano. - Supongamos la recta AB y el plano a. Para 
resolver el problema vamos a pasar por la recta 
AB un plano cualquiera determinado por la 
irección de las horizontales h. 

Después buscamos la intersección 1 del pleno. 
dado «y el plano auxiliar $ = AB, la cual pasa. 
por los puntos M y N originados por la inter- 
sección de las horizontales de cotas respectivas 
iguales. En el pumo donde se corts la recta dar 
da *B con la intersección 1 es el punto bus- 
cado X. 

La cota de este punto X puede encontrarse 
interpolando la recta AB o pasando una Bori- 
zontal del plano a por X y determinando su al- 
tura. Ambos procedimientos deben der igual 
resultado. 
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| Orea romo: 


Por medio del perfil longitudinal. -Se 
determina la sección vertical (que se denomina 
en este caso perfil longitudinal) que contiene la 
recta AB (o en general la lnea) y se representa 
el verdadero tamaño de este cort, tanto el co- 
rrespondiente a la línea, como a la superficie en 
cuestión, 

El punto de corte X de ambos nos indica la 
"ubicación y la cota de la intersección. Este pro- 
cedimiento es particularmente útil para super- 

Y Fics irregulares, topográficas, ete, 


PARALELISMO 


Dos rectas paralelas.-—Dos rectas son pas 
ralelas entre sí, si tienen: 


1) Proyecciones paralelas. 
2) Módulos iguales correspondientes a igua 
les iotervalos 


3) Dirección de módulos iguales. 


Dos planos paralelos. —Dos planos son pa- 
ralelos, si sus rectas de máxima pendiente son 

[E paralelas, o sea, sí sus rectas horizontales son 
Paralelas y el intervalo entre elas es igual para 
“ambos planos. 


PERPENDICULARIDAD. 


Recta perpendicular a un plano. —Tene- 
mos el plano « dado por su recta de máxima pen- 
diente y el punto A. 

Se desea construir una recta que pase por el 
punto A y sea perpendicular al plano a. 

La perpendicular tendrá por proyección ho- 
sizomtal la misma dirección que tiene la recta 
de máxima pendiente del plano y pasará por el 
[punto A. Únicamente hay que determinar la 
¡pendiente y los módulos respectivos de ella 


202 


HARRY OSERS 


MODULO DE LA RECTA “y PEAPENDICU- 


Noras 


¿del dibuja y el significado de las coras (metros, pies, etc), par 
Stel plano no está dado por la recta de máxima pendiente, ¿xt debe obtenerse previ 


P prenvaso 
10 ete. 


Para elo se levanta en un punto cualquiera B, 
de la recta de máxima pendiente (por ejemplo 
el de cota:J0), vna perpendicular y sobre ella 
se coloca, de acuerdo con la escala de dibujo la 
diferencia de cota con respecto a otro punto € 
de la misma recta de máxima pendiente (por 
ejemplo el de cota 30, con wn desnivel entre 
B y € de 10 unidades), dererminando asl el 
punto D. 

Unimos el punto C cos el punto D y se ob- 
tiene la representación del plano en un corte 
perpendicular, El ángulo en € es el ángalo que 
forma el plano con el plano horizontal. 

En el punto ID se levanta una recta perpendi- 
cular a la recta CD (plano), y 3e obtiene la re- 
presentación de la recta pedida en el corte ver- 
cal anterior. ES 

Observen que el ángulo en E es el ángulo que 
Forma esta recta con el plano horizontal y la 
tancia BE la distancia horizontal que necesita la 
recta para cubrir la diferencia de cora entre BC, 
o sea, la misma que se ha tomado para el plano 
(en este caso 10), Es decir, que BE es el módulo 
de la recia correspondiente a un intervalo de 
10 vidades. 

Este módulo se coloca sobre lu recta invir- 
tiendo el sentido. 


Pare colocar la diferencia de cota (segmento BID), hay que tenes en cuenta la escala 


obrener la unidad en escala 


Plano perpendicular a una recta.—Se de- 
termina de una forma análoga al caso inverso, 
+ sea, la forma como se determinaría la recta 
perpendicalar a un plano, 

La relación entre la proyección de la recta de 
máxima pendiente y la proyección de la reta es 
la misma descrita en el articulo anterior. 
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SUPERFICIE TOPOGRÁFICA 


La proyección acotada »e presta mucho para representaz la superficie terrestre. 
Los mapas, planos, etc, corresponden en realidad a una proyección acotada. A 


Curvas de mivel.—Para poder determinar 
con mayor facilidad las alturas del terreno se 
acostumbra unir los puntos de la misma altura 
entre sl, obteniéndose así «curvas horizontales 
(analogía con arectas horizontales de un pleno). 

¡Generalmente se determinan las curvas de ni 
vel de cota que corresponde 4 un número re 
ondo y de tal forma que haya curvas que ten 
an altura de decenas, centenas, etc., dibujando, 
stas curvas más gruesas, lográndose así un en- 
tendimiento más rápido del plano, Véase la 1a- 
bla en página 276. 

Líneas de máxima pendiente.—Las locas 
de máxima pendiente están siempre ortogonales 
1 las curvas de nivel las tangentes a ambas cur- 
vas deben estar siempre perpendiculares entre sl. 


La pendiente de la superficie topográfica de- 
pende de la distancia horizontal entre las cur 
vas horizontales consecutivas. Es mayor donde 
las curvas aparecen más cercanas entre sy me- 
mor en el caso contrario. 


La pendiente en un determinado sitio del te- 

reno €s igual a la relación entre el intervalo de 

ls curvas horizoatales y su distancia eo est sitio. 
desnivel entre las curvas 


= las curvas rosoenre 

Pd hor. ente las curva e 
Superficie de pendiente constante. —De- 
tener las curvas de nivel paralela, lo que 

decir, que todas deben tener la misma so 

entre s, O sea, deben ser tangentes a m 

de igual diémero. 1 
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INTERPOLACIÓN 


a la práctica se conocen con frecuencia la 
alturas en sos determinados. Entonces se pro- 
cede a determinar Jas curvas horitontaes inter 
polando entre estos puntos (suponiendo que el 
terreno es plano ene ells), y uniendo los pun- 
os de alturas iguales 


Interpolación por medio de papel cua- 
driculado transparente, —La interpolación se 
puede efectuar en la práctica muy ventajosamen- 
ve por medio de un papel transparente cuadricu- 
ado (milimetrado). 


Ejemplo: 


Para interpolar una recta entre puntos A (11) 
y B (2), y obtener las alturas 15 y 20: 


1), Escogemos la línea 1 sobr el papel miz 


PERFIL LONGITUDINAL 


Para la solución práctica de vacios problemas 
en la proyección acotada (intersecciones, pen- 
“lentes ete) se construye un corte vertical, que 


Pasa por cierta laca importante del problema, 


VIC 


PLANTA, 

Este corte se replantea, tomado <a cuenta 
las distancias horizontales (progresivas a partir 
de cieto origen) y las alturas correspondientes, 
con escalas horizontal y vertical Águales; o bien 
sea diferentes (en este caso preferiblemente au- 
mentando la vertical 10 veces) 

Aplicación: Vias de comunicación, acueduc- 


tos, transmisión eléctrica, et, 


1 Interpretación de algunas denoeninaciones utilizadas enla práctica. 


EXTENDIDO. 


limetrado y un punto A de clla hacemos coi 
«ii con el punto A (11), 


2) Rotamos el papel cusdriculado alrededor 
de este punto A, hasta que la linea 23 pase por 
el punto B de altura 23. 


3) Donde las líneas 15 y 20 se cortan con la 
recta AB están los puntos de altura 15 y 20 res- 
pectivamente; se obtienen punzonando el papel 
transparente en estos aos. 


Nora: 


“Al escoger las lacas 11 y 23 sobre cl papel 
cuadriculado hay que tomar en cuenta la dis- 
tancia catre Jos putos a interpolas. (El seg 
mento AB debe see mayor que la distnci en- 
tve las Moss 11 y 23). 


Noms rmácrico | Bouwarenca Descairción a 
$ ¡Geo | Min. | Top: [Esa 
En veta ón | Lars cocspondiene a ieo me 
Paren de ón | Espora Espesor de un co CN 
Piano EE 
Piano EE 
Añoramieno — | Lines al 
Tones de | iaa 
rio; Supera | CAMA PA E 
Pp E 
Fago Fendi deenro, echos, sm 
Foo Orcnuación deus rea el 
A A 
ago Orgnación de una reia con al 
Ze ea ode ha quindo e a 
eno serapón | on Zona donde ve ha coocado er a 
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PROBLEMAS MÉTRICOS EN PROYECCIÓN ACOTADA 


Plano con pendiente dada que contenga 
recta dada.—Sca la recta dada a interpolada 
on intervalo de 10 wnidades. El ángulo que de- 
be formar el plano con el plano horizontales el 
Angulo a correspondiente. 

Determinaremos primero el módulo de la fu- 
tura resta de máxima pendiente correspondiente 
“al ántervalo 10 por medio del triángulo de reba- 

Para hallar la secta horizontal de altura 10 del 
plano; podemos trazar wna circunferencia con 
entro en el punto de altura 29 y radio igual al 
ódalo obtenido. La recta horizontal de altuea 
10 resulta ser tangente a la ciecunferentía y la 
secta de máxima pendiente perpendicular ella 


"Noras: 


Para el número de soluciones posibles, véase 
página 89. 

Obsérvese, que la recta horizontal será tan- 
ense a la circunferencia con radio doble y cen- 
rro ca el punto de altura 30, etc. 


Aptacación: 


Para la construcción de rampas, taludes en 

En la ilustración se determina el talud de una. 
rampa de acceso a un puente de altura de 4,00 
metros, El talud debe tener vna pendiente má- 
xima de 23, Obsérvese que la recta de máxima 
pendiente no es perpendicular al eje de la ca- 


Gemeratiración: 


Construir una superficie con máxima pendiese 
te constante, que contenga uns línea curva dada: 
Se determina el módulo correspondiente a la 
pendiente prevista y se trazan circunferencia: 
con centros en los puntos de alturas equidis- 
tantes sobre la línea y radics-múltiplos del m6- 
lo. Las curvas horizontales de la superficie 
resultante serán tangentes a estos circulos. 


Recta con pendiente dada contenida en 
un plano.—Sca el plano dado por la recta de 
máxima pendiente o por rectas horizontales con 
intervalo de 10 unidades; el ángulo que debe 
formar la recta con el plano horizontal es y. 

Vamos a determinar el módulo correspon- 
lente al intervalo 10 y a este ángulo q. 

Este módulo debe estar comprendido entre dos 
rectas horizontales consecutivas. La solución se 
obtiene trazando una circunferencia de radio 
igual al módulo, con centro sobre una recta ho- 
rizontal y determinando su corte con la recta 
horizontal consecutiva. Puede haber dos, una o 
inguos solución (véase pág. 00). 


Grmenarizaci 


Construir una línea curva con pendiente cons- 
tante, que esté contenida ca una superficie cuyas 
curvas horizontales se conocen. 

Los módulos entre la lineas horizontales de- 
ben ser constamtes y correspondientes al inter- 
valo entre las curvas y la pendiente prevista. 


Apacación: 


Trazado de carreteras, Canals, etc, de pen- 
lente prebada. 
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MOVIMIENTO DE TIERRA (Ejemplo Práctico) 


En un terreno conocido, construir una plataforma de diseño y alturas previstas; Mando 
previamente lus pendientes de los taludes de excavación y relleno. 

Determinar les curvas de nivel modificadas por el movimiento de tierra. 
por separado: 

1) Determinando cómo serán las curvas de nivel debidas únicamente al relleno. (NO 10- 
mando provisionalmente en cuenta ni la forma del terreno, ni la excavación) 

2) La misma consideración debida a la excavació. 

3) Ver dónde se cortan las curvas de nivel de la misma altura y determinae la forma del 
terreno modificado. 

4), Determinar las intersecciones de las superficios que 
ción de las curvas de nivel. 


E 
A 


NEÓN 


o 


AN 


Ni 


Lo 


1) Ríllemo,—Para que la pendiente del relleno sen 2 : 3, en la escala del dibujo ls cur- 
¡ves de nivel con un intervalo == 1 unidad, deben disar cutre sl |—+ (Bajando del terrena.) 


D) Escavación (Danqueo, core).— Pues que la pendiente del cor ses 1: 1, calar 
¡cala del dibujo, las curvas de nivel con intervalo = 1 unidad, deben. ' 
ms "idad, dec dit crol y. 


Mora: 5 pude mute monica de dra cn sopresa (do iquic 
de), o con aristas (lado derecho). pa 
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3) Curvas modificadas. —Sobreponiendo los resultados anteriores se determinan las 
curvas modificadas. 


4) Intersección de las superficies, Se determina la intersección de las superficies, 
niendo los puntos de intersección de las curvas entre sí 

En os sitios donde sera dificil determinar esta lnea, se puede interpolar (Curva 19,5 etc), 
y se determina la parte en relleno, y en corte. 


5) Revisar sl el resultado es posible. —Observen que sí un punto de la plataforma 
«es más alto que el terreno, en este sitio hay relleno; i es más bajo, hay excavación. 


a 


MOSS 


A 


a 


AA 
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CLASIFICACIÓN DE SUPERFICIES SEGÚN PENDIENTES 


>, 


Muchas veces se necesita dividir cierta super- 
ficie topográfica en z00a5, según las pendientes 


Digamos que tenemos un terreno con curvas. 


de nivel conocidas y queremos dividilo en zonas a 
de menos 20%, 20% hasta 40%, y más que mA, 
40%, de pendiente. e 


Para ello dererminamos, de acuerdo con la é 
escala, la distancia d horizontal, correspondiente 


a pendiente de 20% y 10% y a desnivel entre aa 
curvas de nivel consecutivas. A 
A 

Buscamos los sitios donde las curvas de nivel Ed 
distan ente sí precisamente los segmentos de- Al 
termizados previamente y ls marcamos. ERA 

La divisoria entre las zonas será una curva 2 Í- 

que pasa por os puntos medios entre los fdos e a 


"También se puede recortar previamente una 
circunferencia con diámetro igual a la distancia 
requerida para la pendiente, escala y equi 
tancia de las curvas de nivel correspondientes; 
sta circunferencia se hace tangente a las curvas. 
consecutivas, suponiendo que cl centro de di 
has circunferencias corresponde a la pendiente 
en cuestión (no está necesariamente ca el centro 
de la cuerda de los puntos de tangencia). 

La divisoria pasará por los centros de estas circunferencias 

“Orna rora: Determinar los porcentajes de las lineas de máxima pendiente en varios ios 
y después interpolar entre ell». 

"Nork: En sitios de dificil determinación se puede interpolar las curvas de nivel y proceder 
¿com mayor exactitud. Recuérdese que las incas de división corresponden a líncus cerradas; 
no se pueden cortar en mingio punto. 

Articación.—En urbanismo para determinar los aprovechamientos de low terrenos, 


cc 
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Rebatienlento. —El rebatimiento de un pla- 
o en la proyección acotada se efecrún alrededor 
de una recta horizontal de este plano, que resul- 
ta sera vez el eje de homología. 


Los rayos de homología son perpendiculares 
las horizontales del plano (tienca la dirección 
de las rectos de máxima pendiente). 


Uns pareja de puatos conjugados A — Af se 
obriene determinando el verdadero tamaño de 


un segmento de recta de máxima pendiente AB 
y colocándolo sobre esa reta ya partir del pun- 
to B. (Estando B sobre el eje de rebatimiento.) 


Ejemplo: 


Determinar el verdadero tamaño de la curva 
situada en el plano a. 


Ejederebauimienso, 
Pareja conjugada. 


2-2. 
Mo ME. 


(Para un desnivel entre M y el eje de rebati- 
miento = 10 unidades 


Proyección de una circunferencia en el 
plano a.— La proyección es una elipse con 
el eje mayor AB, que coincide con la horizos- 
tal que pasa por el centro O de lacurva y esigual 
al diámetro de la circunferencia y el eje menor 
(CD, perpendicular aleje mayor (tiene la direc- 
ción de la recta de máxima pendiente) y cuyo 
tamaño se obtiene midiendo el radio sobre la 
recta OM cn verdadero tamaño (recta OM”) 


ILUMINACIÓN Y SOMBRA EN PROYECCIÓN ACOTADA 


En la proyección acocada resulta a veces muy útil determinar la sombra arrojada de los 
“objeros, ya que se obtiene su una mejor impresión de las alturas. 


Dirección dela iluminación rayo de luz.— 
Se descrmina acotando un segmento del rayo 
respectivo (de acuerdo con la escala). 


Huminación técnica —El módulo del rayo 
ea igual a la diagonal del cuadrado, cuyo lado es 
el inservalo respectivo. 


Sombra arrojada de un punto.—Sex el 
penso A de altura 30 y la superfcic sobre la 
“cual se desee deserminar la sombra el plano ho- 
inontal de altura O. 


La sombra de este punto estará cn la dirección 
del rayo y 2 la distancia mecesaría para que el 
rayo salve el desnivel (1 unidades). 


Sombra propia. —Igual como cn las demás 
proyecciones. 


Sombra de des conos, uno alte y uno 
ajo. —La sombra del cono alto resultará más 
aga 
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Sombra arrojada sobre un plano incli- 
mado. — DimscramenrE Determinaado la in- 
tersección de cada rayo con el plano sobre el 
cual se busca la sombra. 


Dxoursctamenerr.— Determicando primero la 
sombra arrojada sobre un plano horizontal de 
altura x y después, por homología, la sombra 
obre el plano inclinado; siendo el eje de homo- 
logía la horizontal de plano de altara 5; los ra- 
yos de homología tienen la dirección de los ra- 
yos de luz. 


Este proceso es recomendable, cuando el ob-= 
Jeso tiene muchos vértices. 


APLICACIÓN DE PROYECCIÓN ACOTADA 


La proyección acotada se cmples cn vais ramas dela ciencia. 

Ja cada una nous ls nombres apropiados alos clementos empleados al por ejemplo, 
la denominada st», pued corresponder a porncal eléc en cien sl, y la curva de 
leo al ca que une pumon de ul potencia, o sc, ac cguipotencia y la sora 
de máxima pendiente» la «línea de fujor. Ambas están siempre bajo ángulo recto. (Son arto- 
penales, etc) 

La taba dela página siguen reúne algunos de Ls nombres empleados 

Para la interpretación de vais nombres tzados a la práica profesional, comu 
la página 285 


APLICACIONES DE LA PROYECCIÓN ACOTADA ”] 
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Cea. Pera Cora Cuna on icon | nación ol 
ara O 
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ESTUDIO DE GEOMETRIA DESCRIPTIVA = 


LINEAS NOTABLES SOBRE SUPERFICIE. TOPOGRAFICA 


Línea de cresta.— Es el lugar geométrico de los puntos. 
“donde comienzan ls líneas de máxima pendiente, Es la 
línea que une ls puntos ms los. 


Línea del vall. Es el hogar gromáétrio delos puntos 
onde terminan la líneas de máxima pendiente. Esla 
linea que une los puntos más buje. 


Divisoca de aqua — Esla Línea que delimita diferentes 
vencas hióralicas, Está formada por segmentos de 
Lineas de cresta y Líneas de máxima pendiente 


Anteección entre superficie topográfica y superficie 
hecha por el hombre como son el eleno o corte, 


Línea de pendiente constante que une dos puntos 
A y B conocidos — La solución se obtiene por tanteo, 
Com un segmento fado de forma arbitraria, se cortas 
las diferentes curvas de vel. Est segmento remar 
emaiado largo a corto. Por aproximación sucesiva se 
ajusta la Jongitd necesaría. 


Mi 


ANÁLISIS VECTORIAL GRÁFICO 


Los problemas referentes a vectores o ca, a magnitudes que tienen cierta dirección y sean 
tdo en el espacio, se pueden resolver en general numéricamente o gráficamente, En el presento 
spitulo se tratan algunas de las soluciones gráficas. La exactitud de estas soluciones gráficas 
«es comparable ala que se biene por medio de regla de cálculo. 
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DEFINICIONES: 


Vector. Magnitud que ne inemidad,snido, irccón y punto de apliaci; co: 
rrnpnde fue, vlcdd,sceación, et 
7 vpn frames ed ep de ec, retador na co, ld 
cd dl a repndis. 
Vectores concurrentes. Vectores cuyas lnas de acción están e un punto. 
Ms maple. — Ves Cas Nas de aécl la un lt a 
Vestass mo erplazares— Vero queno cul ando: en ue miemo pla. 
Persas e esfocaoe Grctaras o compresoras) Teniones que sean sobre os 


«tememos que componen una estructura. Compresión + > [—) egativas 
ds Tracción --- (—) positivas. 


Resultante. — Combinación o suma de dos o 
más vectores, que equivale y puede reemplazar 
a noe 

Equilibrante—Reacción. - Vector que ba- 
lancea o neutraliza dos o más vectores, tiene 
igual magnitud pero dirección contraria que la 
resultante 


Diagrama estructural. — Diagrama dela es- 
tructura dibujado en escala, indicando las líneas 
de acción de las fuerzas 

Diagrama espacial, — Diagrama de las fuer 
zas, no conservando éstos sus escalas, pero sí sus 
¿irccciones y sentidos. 


Diagrama vectorial. - Disgramácon los vec- 

tores en escala y dirección paralela alas fuerzas 

A a eetuamtes en el diagrama espacial. Si la estruc» 

$3 009 9998 pura está en equilibrio, el diagrama debe corres- 

ponder a polígono cerrado (polígono funicular). 

Diagrama de cuerpo libre.—Parte aislada 

dela estructura alrededor de un nodo, reempla- 

zando los esfuerzos de los elementos cortados. 
por vectores equivalentes. 


PRINCIPIOS BÁSICOS DE LOS VECTORES 


1) El vector se puede desplazar según su línea de acción, sin cambiar su efecto. 
2) Dos vectores concurrentes son siempre coplanares, pero tres o más pueden o mo serlo. 
3) Los vectores en diagrama espacial y vectorial de la misma proyección deben tener. 

lneas respectivamente paralelas. 

4) En un sistema en equilibrio el diagrama vectorial debe ser un polígono cerrado, con. 
direcciones continuas. 

5) En problemas referentes a fuerzas actuantes en un punto, el vector con la dirección 
hacia este-punto corresponde a compresión (con signo (— ) menos) y la dirección desde 
ste punto a tracción. (con signo (+ ) más). 


6) En problemas de vectores no coplanares se necesita trabajar por lo menos con dos 
proyecciones de éstos. 


Proyección de vectores. Los vectores go- 
zan delas propiedades proyecúvas iguales como. 
las rectas, Para determinar el valor del vector se 
busca, de acuerdo con la escala, el triángulo de 
rebatimiento análogo al de la secta (página 35). 


Escala.—La escala de los vectores se fija se- 
gún la conveniencia del problema, Se indica en 
el gráfico numéricamente (p.ej. 1 kg = 10 mm) 
o gráficamente, 


Nomenclatura. —Punto de concurrencia pre- 
fesiblemente O y los demás puntos de aplicación 
con letras mayúsculas A, B, C, Q, etc. E 

Vectores con letras minóxculas, prefeible- 
mente según el punto de aplicación en cuestión 
a, Da, q, ec, respectivamente. 

Las proyecciones se identifican con el subln- 
¿ice de acuerdo a cada caso. 

Para mejor identificación de las direcciones 
paralelas en la proyección, entre el diagrama es- 
Pacil y vectorial, se marcó estos con trazos y el 
vector dado con espiral. 
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Procedimiento usual para la solución de problemas referentes a vectores: 
1) Hallar las proyecciones ortogonales del diagrama espacial. 
2) Hallar las proyecciones ortogonales del diagrama vectorial correspondiente, 
3) Cerrar el polígono vectorial e interpretarlo. 


Problemas comunes a resolver: 


L. Sumar varios vectores, o sea, hallar su RESULTANTE o EQUILIBRANTE 
correspondien: 


Solución: 


1) Se hallan las proyecciones del 
<iagrama espacial. 

2) Se construye el diagrama vec- 
torial colocando un vector a conti 
muación del otro en 5as mismas pro- 
yecciones del diagrama espacial y en 
escala correspondiente al verdadero 
tamaño de cada disección. 

3) Se cierra el diagrama, obte- 
miéndose así la resultante en pro- 
yección. 

4) Se busca el verdadero tamaño, 
de la resultante. (La) equilibrante 
tiene sentido contrario). 

oras: 

Otra forma, sería sumar primero 
dos vectores y a la regultane de éstos 
agrefar el tercero y asl sucesiva: 
mente hasta sumar todos. 

Si todos los vectores son coplana- 
res es obvio que bastaría con traba- 
jar con una proyección ómica de 
éstos, la paralela al plano de ellos, 
“donde se proyectarían en verdadero 
tamaño. 


HL, Dividie un vector en tres vectores concurrentes, no coplanares (hallar 
esfuerzos o reacciones en direcciones fijas). 


Solución general: 
1) Se determina el diagrama espacial del 


Problema. la 
2) Se halla la intersección del plano QAO 
formado por el vector actuante q y una de las Q 


direcciones de las reacciones con el plano BCO y a 
delas dos direcciones restantes, obteniéndose la 
linea OR, «| p 

3) Copstruyendo el diagrama vectorial se d 
equilibra el vector q con los vectores a y r, to- 
dos coplanares, 

1) El vector y se reemplaza por los ve 
bye 
Nora: 

La explicación anterior se reflre 4 la solución 
en general y cs aplicable a cualquier proyección. 
Si el diagrama vectorial no está en verdadero ta- 
maño, indica solamente el sentido de los vec- 
tores (compresión o tracción) y no la magnitud 
de étos. 


Casos particulares: 


Dos fuerzas están en un plano perpen- 
dicular al de proyección (por ejemplo de 
cmnto).—El polígono funicular en proyección 
vertical será un triángulo y la proyección hori- 
zontal del mismo un cuadrilátero. 

Para conoces la magnitud de las fuerzas se 
deben determinar siempre los verdaderos tama- 
os de sus lados, (omitido en la ilustración). 
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Una fuerza es vertical. —El 
polígono funicular será en proyec- 
ción horizontal también wn trida- 
lo, ya que la fuerza vertical a> 
e proyecta como un punto, con 
lado q? que corresponde al verda- 
ero tamaño (360 kg en escala) 
del vector actuamse y los lados 1 
y * paralelos al diagra ma espa 
«cial correspondiente, 

La proyección vertical será un 
¡uadeñátero con vértices sobre las 
lineas de referencia y vector a 
verical. 

Las direcciones y el verdadero. 
tamaño de los lados del diagrama 
vectorial corresponden a las mag= 
nítudes de las reacciones 


Fuerza conocida es verti 
cal.—Si el vector conocido es el 
vertical, se dibuja primero el día- 
rama vectorial triangular A'B'Ca, 


y su correspondiente proyección 
Vertical, incluyendo la fuerza ac- 
tusnte GQ quejelerra este dia- 
grama vectorial, semejante a la 
solución. 

El diagrama definitivo ABCQ 
ticos el lado C"Q"= q en verda- 
¿ero tamalo, de acuerdo a la es- 
cala escogida, y los demás lados 
paralelos. 

Las verdaderas magnitudes se 
determinan por triángulos de re- 
atimiento (omitido qn la ilutra- 
ción para mejor entendimiento 
del problema). 


UDIO DE GEOMETRÍA DESCRIPTIV. 
ANEXOS 
'GLOSARIO — DEFINICIONES - INDEX (Múmero se refiere a página) 
GEOMETRÍA GENERAL 


Geometría: Del griego medición de tiera. 

En general medición y representación gráfica de elementos del espacio. 
G.- Plana: Bidimensional (modernamente 2D). 

Euclides: Por un punto se puede trazar únicamente una recta paralela otra. 
G.- Espacial: Tridimensional (nodemamente 3D). 
G.» Descriptiva: Representación sobre una superfície, generalmente plana, de objetos 
en el espacio. 


Escala: (256, 258). Relación de la medida en el espacio y en su representación. 


Punto: (243). Elemento básico de geometría. 
Se puede definir como la intersección de dos línea ó de tres superficies. 
P.- de Fuga: Proyección del punto del infinito, donde se unen la rectas paralelas. 
P.- en Infinito (Impropio): (246) Ejemplo: Unión de la Asíntota con la curva 
P. Foco: (110, 178, 183, 186, 231) 
Polo: (215) 
Punto Singular: (240) Panto especial de una curva, la curva no tíene allí ni tangente ni 
derivada. 


Línea:Sucesión continua de puntos. ntersección de dos superficies. (239) 
L.- Recta: Imersección de dos planos, (29) 
Se define mediante dos condiciones geométricas. 
Por ejemplo: dos puntos 6 un punto y una dirección 
R.- Tangente: (240) Tiene en el punto de tangencia con una curva un punto doble. 
'Generatriz: Línea que genera una superficc, 
Direetriz: Línea sobre la cual se apoyan las generatrice. 
Plano Director: Plano al cual son paralelas las generatrices. 
Bisectriz: Recta que bisecta (divide en partes iguales) el ángulo. 
Mediíatriz: Recta que pasa por el punto medio del tado y es perpendicular a ete 
Mediana: Recta que une el Vértice con el punto medio de la ara opuesta. 
Líneas Curvas: Planas o espaciales, 
L.- Planas: Líneas en un plano. 


Cónicas: Secciones de conos, Curvas 
Circunferencia: (105, 164, 267). Área =A= ar] 
Elipse: (105) [Área =A =ral 
Parábola EA 
Mipérbola: 


(182), 


L- Alabeadas: (239). Curvas no planas. (Hélces, espirales ete) 
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Cuerda: Segmento de la secante a una curva, comprendido entre ls intersecciones con la 
Diámetro: (105, 114. Cuerda que pasa por el centro de una curva, 
"Corta n las cuerdas paralelas ete diámetr en su punto medio 
En la parábola e paralelo l eje de la parábola 
D.- Conjugados: (105). Diámetros que son paralelos ala tangentes de la curva construidos 
“nos puntos de tangencia 
D.- Privcipaes: (106), Los diámetros conjugados que son perpendiculares entr 
Superficie: Sucesión continua de líneas. (243 
S.- Plana: (- Plano) Se define mediante tres condiciones geométricas, por ejemplo: 
res pumos; dos puntos (= una recta) y una dirección; un punto y dos 
direcciones; dos rectas que se cortan (son coplanares) 
Dos rectas del mismo plano siempre se cortan; i son paralelas 5e cortan en el 
infinito. 
"odas la líneas dl mismo plano son “coplanares". 


40). Se refiere a una recta perpendieatar, ó sea que forma ángulo recto a 
"na linea curva (= a la nea tangente a esta línea curva en el punto de tangenci 

$ a vna superficie (forma ángulo recto con dos líneas tangentes a esta superficie 
en el punto de tangencia). 


“Tangente Recta: La línea que tiene un punto común, denominado punto doble, con tuna: 
línea curva, coplanar con ela; 
en el caso de tangencia a una superficie curva, este punto corresponde a la curva. 
producida por la sección plana coplanar con la recta y normal a esta superfici. 
Asíntota: Línea recta ó curva cuyo punto de tangentía con otra line está en el infinito. 


Ángulo: Se mide en grados o radianes. 

Sexagesimales (360) el cuadrante = un cuarto de circanferencia, mide 90*, 
Centagesimal. (400), el cuadrante = un cuarto de circunferencia, mide 100*. 
Radianes: 1 Rad=130/% =S7,29578%=57917'45”. Circunferencia = 2. 

“A-- Entre lineas curvas que se cortan: Corresponde al ángulo ente las tangentes alas 

lóneas curvas en el punto de corte entre ésas. 

Dirección: En la topografía se utiliza "Azimut”, en la vialidad “Rumbo”. 

Azimut: (254). Ángulo de una recta (lnea), con la dirección Norte (nedido de O* a 3607. 
Rumbo: (284). (Norte, Este, Sur, Oeste [WI)- Ángulo de una recta (nea), con la 
¿irección Norte 6 Sur, medido entre O* y 90”, Se expresa indicando el Norte 6 el 
Sar el correspondiente ángulo y Este ó Oeste, según el caso. Ej: N23'E. 

Para evitar la confusión entre 0 (cero) yla letra O (Oeste), frecuentemente se utiliza 
la letra W, del ingles West para el Oeste. 
Deftexión: Diferencia entre dos Azimutes. (Utilizado en Vías de comunicación) 
Diédrico: Ángulo entre dos planos, es igual al ángulo entre las rectas de 
intersección de estos planos con el plano perpendicular a la recta de interesección 
entre ambos planos; 6 sea al ángulo entre las normales a los planos. 
Pendiente: Ángulo entre una recta, na línca ó ua plano y el plano horizontal 
Desplome: Ángulo entre una reta, una línea 6 un plano y la dirección vertical. 


'PLANIMETRÍA: Geometría plana. 
Polígono (plano) de lados: Figura plana limitada por lados retos. 
Vértice: intersección de lados de un polígono. El número de lados = número de vértices. 
Suma de dngulos internos: De wn polígono de n lados [Sama =5 (52180) 
"Trigonometría: Ciencia que trata la resolución de los triángulos por medio de cálculo. 
Triámgalo: (70 Figura plana limitada por 3 lados, con 3 vértice: [Arca Va" Dase" Altur 
T.- Rectámgalo: (12) Tiene 1 ángulo recto (de 907. 
'Catetos: Lados adyacentes al ángulo recto en T.R. <a 
Hipotenssa: Lado opuesto al ángulo recto en T.R.. 3 
a op] 
Ejemplos de lados: BA: :[.12.13] ¿[215123533 ¡2:53 ¡[83523 
T- Equiláteo: (19) Tiene 3 lados iguales. 
Mecca 0) Vin 2 ly galos ile. El ado desigual e denomina “bso. 


“T.- Escaleno: (78) Tiene los 3 lados desiguales. 
T.- Obtasángulo: (17) Tiene 1 ángalo obtuso. o sea mayor que recto (907. 


olnpPEA[A lx] 


OS EENTO de 
Ce. CIRCUNSCRITA. Circ. INSCRITA, un! GRAVEDAD. 
A 


SS 
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con todos lés lados de igual tamaño. 


Cuadrado: 4 lados; Angulo interno=902, 


Pentágono: $ lados; Angulo intemo=108". 
era digit /) 
O A 


Polígono R. Estrellado: Unión de cada segundo (tecero, cuarto.) vértice. 


under: (1) Poigno plano de cur lados 
mo: 2) Candido, cn aos . . 
Que se cortan el punto medio. A 
Nectánglo: (3 Pwaleiogramo con galos emos rectos 909. 
Fombe: (4 Parllgramo equitr, con 2 paros de gules internos desiguales. Las 
¿lagonle son pependicaues env sl ys corn nu punto medio, el conto del rombo 
Romboide: (05) Cuadrilátero que tiene 2 parejas de lados adyacentes y 1 pareja de ángulos 
items pls Su gana sin ppm es sc e pomo de 
diagonal que une los vénices de lor 2 angulos Iguales, peroo en o 
Otra, ni en el centro del romboide. ola LOS 
*rnpeco: co Cuadritro ene dos lados pales y os ados congruentes 
T- ómees: 7 Trapecio que ten o ados congruentes y ls diagonales Iguales. 
Te Rectangular 4) Trapecio que en 2 galos fc. 


Dojos le lalala 


T zz as Lo a LA 1 


Cénlcas: Seine planas de cons y cios uricos (con ire de sogas 
Circunferencia: (105,164) z EOS 
Ep: (0) 

Pacdbo (120 

Furia (18) 
lento Oxealatra: (1,7918 Cucontrenci tngene ua inc ura, un 
r pame. con cad ga ara de vta de ole 
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mM UPTIV, d07- 
ESTEREOMETRÍA: Geometría Espacial. > 


SÓLIDOS (Cuerpos): (116), 

Poliedros: (176). Cuerpos delimitados por caras planas. 

“Cara (plana): Superficie que delimita al poliedro, contiene minimo 3 vértices y 2 aristas. 
Vértice de un poliedro: Intersección de 3 o más caras. 

Arista de un poliedro: Intersección de 2 caras. 


Pirámide: (1/6). Poliedro con 1 Base y 1 Vértice fuera de ell (vétice de la pirámide). 
Las arista laterales concurren al vértice. Todas las caras laterales son triangulares. 


Pirámide Truncada: 


A —— 7 
A A ArtaBaseza + ArcaDase pr] 


Prisma: (116)-Todas las aristas laterales son paralelas. 


Prismatoide: (117) Cuerpo delimitado por dos bases poligonales paralelas y aristas 
Iterales que unen los vértices de las bases, 
[Volumen =7,* Altura * [AreaBase, +4 (ArcaBascuanaa) + ÁrcaBase,] 


Ortoedro: —— Prisma con bases y caras Interales rectangulares, 
“Todas la aristas son ortogonales entre sí y a las caras no coplanares. 
Cuña: (117). Cuerpo delimitado por una base rectangular y dos caras aterales 


triangulares y dos trapezoidales. 


Poliedros Regulares: (143). Existen únicamente 5 tipos. 
Tetraedro: (126). 4 caras triangulares, 4 vértices, 6 aristas. 
Cubo: (13/), 6 caras cuadradas, $ vértices, 12 aristas 
'Octaedro: (136). 8 caras triangulares, 6 vértices, 12 aristas. 
Dodecaedro: (743). 12 caras pentagonales, 20 vértices, 30 aristas. 
Icosuedro: (145). 20 caras triangulares, 12 vértices, 30 aristas. 


P. R.- Estrellado: Se forma prolongando las aristas hasta que e corten. 
Sección Principal del poliedro regular: (126.131.136, 144). Sección plana que contiene el 
centro, 1 vértice del cuerpo, 1 punto medio de una arista y el cento de una cara. 

Contiene los radios delas circunferencias: circunscrita, tangente las aristas e inscrit, 


Sección Diagonal: (131, 136). Sección que es coplanar con 2 diagonales del poliedro 
regular 
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Cubdricas: Superficies de segundo grado (246). 
Superficies regladas: 
lindro (146) Todas ls generic sn parao ene. 


lumen = V= Altura + 


Cono: (148), Todas las generatrices concurren en el vértice. 
[aa 


Cilindrolde: (119) Cuerpo delimitado por dos directrices (bases) curvas, paralelas 
generatrics laterales concurrentes que las unen. desata PE 


olumen= Y ="7,* Altura" | ÁreaBase, + 47 (ArcaBisóua) 
'Comoide: (179) Cuerpo delimitado por una directriz curva na directriz recta 


a 


Helicoide: (119) 


De doble curvatura: 


Eras (127215:209. [VVS 
perficie=5= 497] 
Fluido (249) 


Prado: 24,250), 
Farol Mipebdic: (257, Superf albcada y reido 
Pr 

oras 
"ira Ano, Anas: (11) Cueca rd cn deplza sore 
ina diri rl (ud 1 (Volimeno VERURIR EA 
nt or aida; opor est fil 
Pote: (12, Cupo lr del Ani 


Esfera Osculatoria: Esfera tangente a una superficie curva en 4 puntos. 


ESTUDIO DE GEOMETRÍA DESCRIPTIVA do» 
PROYECCIÓN: (16) 

P.- Cilímdrien: (16) Los rayos proyectantes son paralelos entre s 

P.. Ortogonal: Los rayos proyectantes son paralelos entre sí y perpendiculares a la 


superficie de proyección, denominada el plano de cuadro 
Doble P.- Ortogonal: (24) Proyección ortogonal sobre lo planos Horizontal y Frontal 


P.- Axonométrica: Axonometría. (253). El plano de cuadro NO coincide con ningún plano. 
fundamental 
Tsometría: (258). El plano de cuadro forma ángulos iguales con los 3 planos funda- 
mentales (Horizontal, Frontal y Lateral). Las 3 escalas sobre los 3 ejes de coordena- 
das son iguales. 
Bimetria: (258). El plano de cuadro forma ángulos iguales con 2 de los 3 planos 
fundamentales, Las escalas sobre 2 delos ejes de coordenadas son iguales. 
Bimetría Técnica (Axonometría Normalizada, Norma DIN) (258). La escala sobre 
los ejes frontales (x, 2) es igual al doble de la escala sobre el eje y (profundidad) 


P.- Oblicua: (753). Los rayos proyectantes son paralelos entre sí pero NO son 
perpendiculares ala superficie de proyección (plano de cuadro). 

Triángulo característico: (755). 

P.- Oblicua Frontal: (/33). 

P- Oblicua Aérea: (166). 


P.- Cónica (Perspectiva): (16). Los rayos proyectantes pasan por un punto, denominado el 
“Punto de Observación.” 


P.- Acotada: (273), Proyección en el plano Horizontal con la indicación numérica de las 
alturas (cotas). Utilizado frecuentemente en Topografía. 


Pianos de Referencia: (22) P.- Horizontal, P.- Frontal, P.- Lateral o de Perfil. 
¡Son ortogonales ente sí. 


“Cuadrante: (28). Espacio limitado por dos planos: Horizontal y Frontal. 
El Primer cuadrante corresponde al espacio superior y delantero. 

'Ostante: Espacio limitado por 3 planos ortogonales entre si: Horizontal, Frontal y Lateral. 
El Primer octante corresponde al espacio superior, delantero y derecho. 


Coordenad: 


2,153,256). Distancia del punto al Origen; al Eje de Coordenadas; al Plano 


Distancia medida ortogonalmente al Plano de Referencia. 
Origen: (22). Punto desde el cual se miden la tistancis, coincide con la intersección. 
de los “Ejes de Coordenadas”. 
Eje de coordenadas: Intersección entre 2 planos fundamentales (de referencia). 
Linea de Tierra (Eje x): Es la intersección del plano Horizontal con el Prontal. 
Eje y: Es la intersección del plano Horizontal con el plano Lateral (de Perfil) 
Ele x: Es la intersección del plano Frontal con el plano Lateral (de Perfil. 
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€ Polar (Esférica): (24). 2 Coordenadas angulares (Longitud y Latitud) y 1 distancia 
¡Radio Vector) 
Vector: Segmento con tamaño, dirección y sentido especificado. 
Progresiva: Coordenada, distancia al Origen, utilizada en el sistema Unidimensional 
(Vías de comunicación, Ferrocarriles, Acueductos, Alcantarillado, lc) 


Vista: Proyección de un cuerpo. 
Planta: Proyección en el plano Horizontal 
V.- Frontal: Proyección enel plano Frontal 
V-- Lateral (de perfil) Proyección en el plano Lateral. 


“Corte: Representación en verdadero tamaño de una sección plana de un cuerpo. 
Plano de Canto: (52). Plano perpendicular el plano Frontal. 


Plano Vertical: (52). Plano perpendicular el plano Horizontal. 
Plano de Perfil: (53). Plano perpendicular el plano Horizontal y Frontal. (| 


Lateral). 


Bisector: Plano que pasa por intersección de otros dos, dividiendo (bisectando) el ángulo. 
que forman 

Primer Bisector (Plano de Simetría): (53). Plano que pasa por la línea de tera, bisectando. 
el primer y tercer cuadrante, La proyección horizontal es simétrica ala frontal, 

Segundo Bisector (Plano de Coincidencia): (54). Plano que pasa por la línea de ter 
bisectando el segundo y cuarto cuadrante, La proyección horizontal coincide con la frontal 


Verdadero Ta 


100: 34) 


"Traza del plano: (49). Inersección del plano, con el plano Horizontal o Frontal, es paralela 
“las rectas características del mismo plano. 
Recta Característica: (49). Recta del plano, paralela al plano Horizontal o Frontal. 


Rebatimiento (Abatimiento): (100, /62, 262, 266). Rotación de una figura plana hasta un 
plano paralelo al plano de proyección, obteniendo así eta figura en verdadero tamaño. 


Visibilidad: (67. 125, 136, 260). Diferenciación entre las líneas correspondientes a las partes 
visibles y ocultas (invisibles) de una figura. 


CAD: Computer Aided Desigo. (Diseño Asistido por Computadora). 
Nombre genérico que se usa para los gráficos (dibujos) producidos por computadora. 
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'TEOREMAS y POSTULADOS 


LUGAR GEOMÉTRICO: (83) 
“Todos los puntos que cumplen con todas las condiciones geométricas especificadas. 


HOMOLOGÍA: (65) 
Relación enredos figuras planas conjugadas, dónde se cumple que. 
1) Dos puntos conjugados están sobre un rayo de homología 
2) Dos líneas conjugados se coria sobre una linea recia (eje de homología, 
3) Todos los rayos concurren en un punto. 
Colineación: El punto NO está en el infinito: Los rayos convergen en un punto 
Ejemplo: dos secciones de una plrámide. 
Afinidado — El punto SÍ está en el nfinto: Los rayos son paralelos entres 
_Ejemplo: das secciones de un prisma. 


HOMOTECIA: Semanas 
elocón enredos figuras planes conjugadas, dnde se Cumple que: 
A un punto corresponde un punto cnfugodo ya ma recia coesponde wa rec 
2 Los émpuls conjugados son gua 
Loa sepan efagadas son prpercinala 

semplo Dos secciones paralelas de wn pirámide 


CONGRUENCIA: Igualdad 
Relación entre dos figuras planas conjugadas, dónde se cumple que; 
1) A un punto corresponde un punto conjugado y a una recta corresponde una recta. 
2) Los ángulos conjugados son iguales. 
3) Los segmentos conjugados son Iguales, 

Ejemplo: Dos secciones paralelas de un prisma. 


SIMETRÍA 
Relación entre dos figuras planas conjugadas, dónde se cumple que: 
1) A un punto corresponde un punto conjugado y a una recia corresponde una recta. 
2) Los ángulos conjugados son iguales. 
3) Los segmentos conjugados son Iguales. 
Ejemplo: Das secciones paralelas de una pirdmide, en sus dos diferentes hojas. 


"THALES? 


"Un haz de recias paralelas intercepta To más 

transversales en segmentos proporcionales, a 

Se utiliza para dividir un segmento dado en A 

partes iguales o proporcionales. pu 
1 
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la hipotenusa. 


Dora | 


las aristas que concurren a un vértice es igual 


al cuadrado de la, a 


¿rado de su altura es igual al área de rectán-| 
gulo que tiene lados iguales las sectores de 


la hipotenusa. — [H=ce] 


Proporcional media: (6 
e A 
rado de un catto es igual al área del ectán- 
slo que tene un lado Igual ala hipotenusa 
Y e to al sector de la hipotenuss adyacente, 
e, (62] 


SIMPSON? 
El volumen de un cuerpo que tenga dos directrices (bases) paralelas y generatrices rectas es 
igual l sexto del producto de la altura y la suma de las áreas de estas bases sumadas al 
“cuádruple del área de la sección media entre ésta. 
Volumen =7* Altura" [Area Base, + 4* (ArcaBase paga) + Area Bio)" 


PITÁGORAS: E SECCIÓN AUREA: > 
[Enun iriángulo reciángulo, Ta sumatoria de > 
las áreas de los cuadrados de lados iguales | La relación del "lodo" aa “porte” es igual ala a, 
los catetos es igual al cuadrado de lado igual| relación de la “porte” a “todo menos la parte 1% 


E : EA 


PROMEDIO de n números 6,09, 03—8,5 
Promedio ARITMÉTICO: Soma den miembros dividida porn [TETERA 
Promedio GEOMÉTRICO: Ralz ¿sima del product den miembros 


Promedio ARMÓNICO: n dividido por la suma de ls inversos de los miembros 
[CECUAACUPEOA] 


Secumple:: [A2G2H) 


DANDELAN: (136, 237) 
Los puntos de tangencia de las esferas inscritas en un cono 6 cilindro y tangente a un 
plano secante, coinciden con los focos de la sección cónica correspondiente. (Elipse, 
Parábola o Hipérbola) 


E Número de LUDOLF == "314139 


EULER 


El número de Vérices sumado al número de Caras y restado el número Arists es igual 22. 
[Vice + Cam Aiaa= 11 


e 


HRTM OSERS 


POTENCIA Mp den posto Parana rafa 


al produdi de las 2 distancias de ese punto Pa las 
intersecciones de qualquiera secante con esta 
circunferencia e; 

+s igual al cuadrado de la distancia "t” de este punto P al 
punto de tangencia T; 

es igual a la diferencia del cuadrado de la distancia “a” | 
(de P al centro C) y del cundrado del radio "r” de e”; 


es constante para ete punto P y la circunferencia “e”. 
oo a] 


Po: del punto P situado sobre la circunferencia 

Pa del punto P dentro de la circunferencia» 

po: del centro C de la circunferencia = 

Estas propiedades son válidas también para la esfera. 
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ALFABETO GRIEGO 


Tangene 
Dilimiro.Flajo magadico 
Desfase 


Agul 55do (Sie) 
Velocida angular, Triángulo carteles 
Resistencia eléctrica = Ohmio. 
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“Tamaños de letras de las plantillas LEROVO de KAEO, 
para ser usadas en el sistema AutoCADO, según las escalas de dibujo final. 


En esta tabla, de doble entrada, las columnas representan las diferentes escalas de dibujo 
final como 1:100, 1:200, et, y ls fila representan las plantillas LEROYO) de la conocida 
“empresa K£-EO, con sus respectivos tamaños de letra, expresados en mu, es decir, L30, 
100, 1.120 y así sucesivamente. El campo en la intersección de una fla con una colina, 
produce el tamaño de letra, en unidades de metros, que debe usarse en AutoCADO, 

Así, por ejemplo: si se dibuja en escala 1:100, y se desea usar una plantilla de 


Los posibles y el más adecuado GROSOR de las PLUMILLAS de las PLANTILLAS 
de LEROYS, al ser dibujados los planos en el 


1 


E le pa a] 

¿llo MAN 

e E 

«tá preparada obre la base que en ALOCADOD se csá usando la unidad del metro. E [ lol. >> | == 

A 1 TH == 

o 5 —] 
LN Jr 0 
¿ln | "pelo 
E | ult la 
¿ll its ol] 
¿ | aaOonO 
el ¿aaa 
i aj MPOLO 
El << lí 
É Asejelsls[2 [28128 3] 818 
2 eN 

A y [E sar s 3,3 
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